ROZDZIAL VII
KINEMATYKA CIALA SZTYWNEGO

§ 1. Przesunigcie i obrét ciala okolo osi. W mysdl
okredlenia ciata sztywnego (str. 235) punkty jego, nic zmieniaja
swych wzajemnych odlegtosci podezas ruchu. Gdy punkt 4 prze-
sungt sie do punktu B, wektor 4B nazwali§my przesimi¢ciem punktu
(str. 34). Przy zmianie polozenia ciata sztywnego punkty tego ciata
doznaja na ogol réznych przesunied.

Poznamy najpierw pewne twierdzenia z geometrii, podajace
rozklad przesunieé¢ punktéw ciata. Twicrdzenia te beda nam po-
mocne przy wyznaczaniu predkosei tych punktow.

Przesuniecie réwnoleglte czyli translacja. Jezeli przy
zianie polozenia ciata przesuniecia wszystkich punktow sa rowne,
mowimy, ze ciato ulegto przesuniecin (réwnolegtemu ) lub translacji.

Przesunigcie wspdlne wszystkim punktom ciata nazywamy
wektorem przesunieeia lub przesunieciem ciala.

Polozenie ciala po przesunieciu jest wiec wyznaczone przez
polozenie poczatkowe i wektor przesuniecia.

Przyjmijmy, ze punkty A4,, B, przeszly po przesunieciu réwno-
leglym w punkty A4,,B, Poniewaz przesuniecia obu punktoéw sq
rowne, wiee A,Ad,—=B.B,. Wynika stad, e 4, B,=A,B,.

A wiec: pray przesunieciu rownolegtym
wektory zwiqeame @ claddem wie zmieniajq
kierunku ani zwrotu.

Na odwrot, tatwo dowiesé, ze jegeli pray
amiante potoienia  ciata wektory w  ciele
zachowwjq kierunek 1 zwrot, to amiana polo-
Zenia jest przesunieciem, rownoleglym.

Zatozmy bowiem, ze dwa dowolne punkty 4., 3, przeszly

w punkty A4,, B,. Poniewaz w mysl zatozenia jest 4,B,=A4,8,, wiec
A 4,=BB,. Punkty d,, B; maja zatem rowne przesuniecia czyli
zmiang polozenia ciala jest przesunieciem rownoleglym.

.
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Latwo zZauwazyé, ze po - przesunieciu ' réownoleglym  proste
i plaszezyzny w ciele pozostaja do siebie r(’)wn()leg}o

Pr/ypuscmy, ze ciato wykonalo po icolei dwie tr: ms](u]e n@]-
pierw z poloaema I do p()lowma, 11, a nastepnie z polozenia I1 do
po}ozenm [II. Niech A, B, beda dwoma dowolnymi punktami

v potozeniu 1, zad A, B, i A3 By ()dpown(la,]ayovnn im punktami

w polozeniach VI i 11I. Z zalozenia jest 4 AZ_B B,i A, A«,-«Bng.
Poniewas A, Az=—A,Ay+A,A, 1 B By=DB, Bz—{—]{ ByB,, wiec A A3AI)IB

Od potozenia 1 mozemy zatem przej$é wprost do. potozenia 11 przv
pomocy jednej translacji. Oznaczajac przez
Ty, Uy | U przesuniecia prazy przejsciu z 1 do 11,
z 11 do I11 i z T do LII, otrzymamy oczywidcie

W= iy Ty

A wiee: jedeli cialo wikonalo kilka translacyi kolejnych, WOWERAS
polozenie k-oncowo otrzymaé mozemy = poloiewia poczqtkowego Pray
pomoey jednej translacji; przesunieeie ciata 2 polozenia poczatkowego
do koheowego réwne jest sumic przesunieé pray poszezegolnych trans-
lacjach.

Twierdzenic powyzsze mozemy hazwacé prawem skladania
przesuniec.

Poniewaz przesuniecie wypadkowe jest sumg przesunie¢ skka-
dowych, wiec (na moey przemiennogei sumy wektorow) przesuniecie
wypadkowe nie zalezy od porzgdku, w jakim cialo wykonywalo
przesuniecia skltadowe.

Obrot okoto osi. Jezeli przy zmianie polozenia ciala dwa
punkty, np. K i M, pozostaly nieruchome, wowczas oczywiscie,
wszystkie punkty pm%te] I, przechodzacej przez K i M, rowniez
pozostang nieruchome. Moéwimy wtedy, ze cialo wyk()mlo obrot
okolo prostej 1; prosta te nazywamy osiq obrotu.

Jezeli jakad plaszezyzna IT, przechodzi w potozeniu poczatko-
wym ciala przez of obrofu, to odpowiednia plaszczyzna II, w po-
tozeniu korcowym réwnies przejdzie przez te of.

Nadajmy osi 1 dowolny zwrot. Kat ¢, o jaki nalezy obrocié
praszezyzne IT; (w kierunku od reki prawej ku lewej wzgledem osi 1),
tak aby padla na IT, i aby odpowiednie punkty sie nakryly, nazy-
wamy kaqtem obrota.
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Obrot ciata okolo osi wyznaczony jest przez podanie osi i kata
obrotu. Przy obrocie punkty eiala pozostaja w plaszezyznach prosto-
padiyeh do osi obrotu.

Kazdy wektor A.B,, rownolegly
do osi obrotu, przechodzi przy obro-
cie w wektor A,B, réwny wekto-
rowi A;B,. tatwo udowodnié, e
tylko wektory rownolegle do osi
nie zmieniajg przy obrocie kierunku
ani zwrotu.

Zauwazniy, ze jezeli wektor 4,0
lezy w plaszezyinie I prostopadiej
do osi obrotu, to kat jaki ten wektor
tworzy z odpowiednim wektorem A,(, jest (pray obranym zwrocie
osi obrotu) rowny katowi obrotu (rys. 1).

Jezell cialo wykona kilka obrotow okolo tej samej osi I o katy
@1y Poy .-y WOWEZAS oStateczna zmiana polozenia jest oczywidcie réw-
niez obrotem okolo osi I o kat ¢=¢,+@,--... Wynika stad na mocy
przemienno$ei sumy, ze polozenie ostateczne nie zalezy od porzadku,
w jakim ciato wykonywalo obroty czesciowe.

1.

Inaczej przedstawia sie sprawa, gdy cialo wykonywa kolejne
obroty wkolo réznych osi, jak o tym poucza przyklad na str. 317.

Przyltad. Cialo sztywne wykonalo po kolei dwa obroty
okoto dwoch prostych rownolegltych i m, sztywnie z cialem zwig-
zanych. Obroty mialy zwroty przeciwne, katy za§ rowne. Udo-
wodni¢, ze cialo mozna przeprowadzié z polozenia poczatkowego
w koncowe przy pomeoey przesuniecia rownoleglego (translacji).

Niech ' bedzie dowolnym punktem ciala. Poprowadzmy
przez (' plaszezyzne I, prostopadla do danych osi obrotu 1 i m.
Niechaj L i M oznaczajg odpowiednie punkty przebicia, zad ¢ kat
obrotu (rys. 2).

Przy obrocie okolo osi { o kat ¢ 0§ m przej-
dzie w prostg m’; oznaczmy przez M’ punkt
przebicia tej prostej z plaszezyzna I1. Nastep-
nie, po obrocie okoto osi m’ o kat ¢ o8 1 przyj-
mie potozenie prostej l'; oznaczmy przez L' jej 2.
punkt przebicia z plaszezyzna I1.

Wreszcie, niech ¢ bedzie polozeniem punktu € po obrocie
okoto prostej I, a (" polozeniem punktu ¢, po obrocie okoto prostej m'.
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Trojkat LM C przesgedl ostatecznie w polozenie L'M'C’, przy-
czem LL'=MM'--CC" (jak na rysunku). Poniewaz przesuniecia
punktow polozonych na osi I (lub m) sg réwne, wigc zwigzek po-
wyzszy wskazuje, ze przesuniecia wszystkich punktow sg réwne.
Latwo sprawdzié, ze

(l ) L1 =2LM sin L Q.

§ 2. Przesuniecia punktéow ciala w ruchu plaskim.
Ruch figury plaskiej poruszajacej si¢ w plaszezyZnie nazywamy
ruchem plaskim. :

Polozenie figury w ruchu plaskim jest wyznaczone przez polo-
zenie dowolnych dwdéceh jej punktow.

Przypusémy bowiem, ze mozliwe sy dwa polozenia figury,
w ktorych dwa punkty 4 i B zajmowalyby to samo polozenie.
Wezmy pod uwage dowolny punkt ¢ figury, ktory "

w jednym polozeniu jest w (!, w drugim zas w (% AN

Trojkaty ABC, i ABC, przystaja i sa polozone sy- // /\\/{
metrycznic wzgledem 4 B. Nie dadzg si¢ zatem prze- ‘7 N\
prowadzié w siebie bez oderwania od plaszezyzny. ,&5--——---- e,
To za$ jest sprzeczne z zalozeniem, ze trojkat ABC

zajmowal w ruchu plaskim raz polozenie AB(';, a drugi raz polo-
zenie A BC,.

Obrot okolo punktu. Jezeli tfigure lezacag w plaszezyznie I7T
obroci¢ okolo prostej I prostopadlej do tej plaszezyzny, to figura
pozostanie nadal w plaszezyznie II. Obrot taki nazywamy obrotem
figury okolo punktu (przebicia prostej ! z plaszczyzna IT).

Twierdzenie, Kaidg figure w ruchu plaskim moina przepro-
wadzié z dowolnego potozenia w dowolne inne przy pomocy jednego
przesunigcia réwnoleglego i jednego obrota.

Niech bowiem 4,, B, heda dwoma punktami tej tigury w po-
lozeniu pierwszym, za$ A, B, odpowiednimi punktami w drugim.
Przesuniimy najpierw figure rownolegle tak, by punkt A4; padl na A,.
Punkt B, padnie po tym przesunigciu na pewien punkt Bi. Obréémy
teraz figure okoto 4, tak, by Bi padl na B,. Poniewaz po przesunieciu
i obrocie dwa punkty A,, B, pokryly sie z odpowiednimi punktami
A, B,, wiec 1 pozostate punkty sie pokryja. Przeprowadzilidmy
zatem figure z jednego polozenia w drugie przy pomocy jednego
przesuniecia i jednego obrotu, c. b. d. d.
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Udowodnimy teraz, ze najogélniejsza, zmiana polozenia figury
w ruchu paskim jest albo przesunigeiem -albo.obroteni.

I Twierdzenie Eulera. Figure = jednego poloienia w drugie
{(jakic zajmuje w ruchu plaskim) mozna preeprowadzié badé przy
pomoey przesunieeia rownoleglego, badé pray pomocy obrotu.

Dowdd. Niech 4B, bedzie dowolnym odeinkiem tigury w po-

lozeniu poczatkowym 1, 'zad A,B, tymze odeinkiem .w polozeniu
kotcowym II.. ' N , o ‘
W przypadku gdy wektory A B, i 4,B, sg réwne, mamy
A, 4,=B;B,. Przy przesuwaniu wiee [figury roéwnolegle, tak by
punkt A, padl na A, punkt B, padnie na [3,. Poniewaz po tym prze-
sunieciu figura bedzie miata z polozeniem 11 punkty 4,1 B, wspolne,
wiee bedzie miata wszystkie punkty wspolne. W tym przypadku
mozna zatem przeprowadzié figure z ])()leenizb I w potozenie II
przy pomocy przesuniecia réwnoleglego. _

W przypadku gdy wektory 4,B; i A;T%z nie s réawne, popro-
wadzmy symetralne I, il odeinkow 4,4, 1 BB,.

Przyjmijmy najplerw, ze
symetralne te sg rozne i ze

0
1N przecinaja sie w punkeie O
FLN rys. 1). Trojkaty 0A,B; i
B, B, y JKaLy 11

() A, B, s przystajgce. Oznacz-

my przez B punkt syme-

4, lryezny do B, wzgledem sy-

L metralnej 1. Oczywiscie trdj-

katy OA,B; i O0A.,B7 sa po-

lozone symetryeznie wzgle-

dem I,. Sa zatem przystajgcee I nienakiadalne na siebie bez odry-

wania od plaszezyzny. Jezeli wiee figure obrécimy okolo O tak,

by punkt 4, padt na 4, to poniewaz punkt B, nie moze pasé

na B3, punkt B; padnie na B, Po tym obroecie figura -bedzie

wiee miata z polozeniem II punkty A, i B, wspolne, a zatem
i wszystkie inne punkty wspélne.

Przyjmijmy nastepnie, ze symetralne odeinkow 4,4, 1 BB,
sa identyezne (rys. 2). W tym przypadku odeinki A B, 1 4,8, sa
polozone symetrycznie wzgledem I (lub L); $rodkiem obrotn bedzie
punkt przeciecia si¢ proste] A, B; z l, (lub A,B, z I,). W tym przy-
padku wiec przeprowadzimy figure z polozenia L w potozenie 11
przy pomocy obrotu, c¢. b, d. d.

{

1

l. 2.
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Ciato plasko prowadzone. Jezeli cialo moze si¢ tylko
tak poruszaé, ze punkty jego pozostaja stale w plaszezyznach réwno-
legtych do pewne] plaszezyzny stalej IT, powiadamy, ze ciato jest
plasko prowadzone, a plaszezyzne II nazywamy plaszezyena ke
rowniczq (por. okredlenic 1 przykiad na str. 276).

Przetnijmy cialo plasko prowadzone plaszezyzng IT°, réwno-
legla do plaszezyzny kierowniezej I7. Niechaj € bedzie figurg prze-
kroju. Polozenie figury (' wyznacza oczywiscie polozenie catego
ciala. Poniewaz figura plaska ¢ musi pozostawaé stale w jednej
i tej samej plaszezyznie If', wiee na mocy I tw. Bulera mozemy
figure te przeprowadzi¢ z dowolnego polozenia, jakie zajmuje,
w dowolne inne badZ przy pomocy przesuniecia, badz przy pomocy
obrotu okolto punktu lezacego na IT'.

Wynika stad, ze ciato plasko prowadzone mozemy przeprowadgic
z jednego polozenia w drugie badéd przy pomocy translacji, badé
przy pomocy obroti okolo osi prostopadlej do ptaszezyzny kierownicze).

§ 3. Przesunigcia punktéw eciala. Jezeli ciato sztywne
ma jeden punkt unieruchomiony, to moze si¢ obracaé okoto tego
punktu, jezeli za§ ma unieruchomione dwa punkty, to moze sie
obracaé okolo osi przechodzgeej przez te punkty. Podanie polozenia
jednego lub dwoch punktow ciata nie wystarcza zatem do wyzna-
czenia polozenia wszystkich innych punktow ciata. Zachodzi jednak
nastepujace

Twierdzenie 1. Polosenie wszystkich punktow ciala sztywnego
wyznaczone jest przez poloienie trzech jego punktow, nie lezacych na
jednej prostej.

Dowod. Przypusémy bowiem, ze istniejg dwa rdézne potoze-
nia ciata, w ktéryveh trzy punkty A4, B, (', nie lezagce na jednej
prostej, zajmowalyby potozenia  jednakowe. ’
Weimy pod uwage dowolny punkt 1) tegoz A
ciata, ktory w pierwszym potozeniu jest w Dy,
w drogim zag jest w Dy Czworodciany ABCD,
i ABCD, maja podstawe wspolng i krawedzie
odpowiednio rowne. Wynika stad, ze sa poto-
zone symetryeznie wzgledem plaszenyzny ABC.
Nie dadza si¢ zatem doprowadzi¢ do zupetnego przystawania. To
zad jest sprzeczne z zatozeniem, ze czworoscian ABCD raz Zajmuje
potozenic A BC Dy, a drugi raz polozenic ABCD,.
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Obrot okolo punktu ciala. Jezeli przy zmianie polozenia
ciala jeden punkt ciala pozostal nieruchomy, powiadamy, ze ciato
wykonato obrdt okolo tego punktu.

II Twierdzenie Eulera. Obrét okolo punkiu jest réwno-
wazny obrolowi okolo pewnej prostej, przechodzqeej przez ten punkt.

Dowod. Prazypusémy, ze ciato wykonato obrot okolo punktu 0.
Obierzimy w cicle w polozeniu poczgtkowym 1 dowolny odecinek
Ay By (nie przechodzacy przez 0) i niechaj A,B, bedzie odpowiednim
odeinkiem w polozeniu koicowym I1. Poprowadzmy plaszezyzny
symetralne i1, i II, odeinkéw A 4, i B,B,.

Znlozmy majpierw, ze IT, i IT, sy rézne i ze przecinajy sie
wzdluz prostej I (rys.1). Prosta [ przechodzi przez 0, gdyz 1 jest
zbiorem punktow réwnoodlegtyeh od 4, 1 A4, jako tez od B;i B,,
s OA,=0A; i OB;=0B, Niech (' bedzie dowolnym punktem
(ré6znym od 0) na prostej 1.

Czworodciany OCA B, i OCA,B, »3 réwne. Latwo wykazaé,
ae sa takze nakladalne na siebie. Wierzeholki bowiem 0,0,4,1 0, (, A,
sa polozone symetrycznie wzgledem I7,. Gdyby wiee czworodciany
OCA, B, i OCA,B, nie byly nakladalne, wowezas wierzeholki B, i B,
musialyby lezeé symetrycznie wzgledem I7,, co niemozliwe, skoro
B, i B, lezg symetrycznie wzgledem I1,, za$ IT,4 I1,. Udowodnilismy
wiee, ze czworoseiany 0OCA B, i OCA,B, s3 réwne 1 nakladalne.

Jezeli teraz obrécimy cialo okoto osi I tak, by A, padlo na A,,
to czworoseian 0 C' A, B, padnie na ezworoscian OC4,B,. Po tym obrocie
cialo bedzie wiec mialo z ciatem w polozeniu LL trzy punkty wspolne
(mianowicie 0, A,i By), a zatem 1 wszystkic inne punkty wspolne.
Przeprowadzilismy wiec¢ ciato z polozenia 1 w polozenie 11 przy
pomocy obrotu okolo prostej 1.

Zatozmy teraz, ze odeinki
4,4, 1 BB, maja wspdlng pla-
szezyrne symetralng I7 (rys. 2).
Wowezas trojkaty 04, B,10A,B,
sg polozone symetrycznie wzgle-
dem J1. ()sig obrotu bedzie w tym
przypadku kraweds przeciecia
sig  plaszezyzny OA;B; (lub
I 2. 0A4,8B,) z plaszezyzng IT.

Uwaga 1. % 11 tw. Bulera wynika, ze przy obrocie ciala okolo
punktu istnieje w ciele pewna prosta o tej wlasnosei, ze punkty
jej nie zmieniaja polozenia.
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Uwaga 2. Jezeli cialo wykonywa dwa kolejne obroty wkoto
dwadeh osi, przechodzacych przez jeden punkt 0, to z polozenia
poczgtkowego w polozenie koncowe mozemy przeprowadzié ciato
przy pomocy jednego obrotu okolo osi, przechodzgcej przez 0, gdyz
punkt O nie zmienit polozenia. A wiec zlozenie dwdich obrotow
okolo osi, przechodzacych przez jeden punkt, jest obrotem okoto
osi, rOwniez przechodzaeej przez ten sam punkt.

Przyktad. Cialo wykonalo kolejno dwa obroty wkoto osi

statego uktadu wspolrzednych: najpierw wkoto osiz, a nastepnie wkolo
osi @, oba obroty o kat prosty w kierunku od reki prawej ku lewej.

~

Poniewaz przy obu obro- 2
tach poczatek uktadu O pozo-
stal nieruchomy, mozemy prze- ‘ /
prowadzié ciato z polozenia po- /
poezgtkowego do potozenia kon- P Ty, PR
cowego przy pomocy jednego
obrotu okoto pewnej osi 5,
przechodzacej przez O (rys. 1). . 9

Wezmy pod uwage w potozeniu poezgtkowym punkt A4(0,0,1)
osi ¢. Po obrocie okoto tej osi punkt 4 nie zmienit potozenia, a po
obrocie okolo osi » przeszedt w polozenie A4'(0,1,0).

Wezmy z kolei pod uwage w polozeniu poczagtkowym punkt
B(0,1,0) osi y. Po obrocie okolo osi z punkt B zajat potozenie B’(1,0,0)
na osi.r, a nastepnie przy obrocie wkoto tej osi punkt B’ nie zmienit
juz swego polozenia. Szukana 0§ 1 bedzie wiee przekrojem plaszezyzn
symetralnych odeinkow 4471 BB,

Plaszezyzna symetralna odeinka 44’ ma rownanie y=z, zas
plaszezyzna symetralna odeinka BB’ ma réwnanic x=y. O3 1 bedaca
przecieciem obu plaszezyzn ma zatem réwnanie

&L=y = 3.

Przypudémy teraz, ze cialo wykonywalo te same obroty w po-
rzadku odwrotnym, t.j. najpierw okolo osi x, a nastepnie okolo
osi # (vys. 2). Punkty A(0,0,1) i B(0,1,0) zajma po obrocie okolo
osi i polozenia 4,(0,1,0) i B,(0,0,-—1), a nastepnie po obrocie okolo
osi z przejda w polozenia 4,(1,0,0) i B,y(0,0,—1). Plaszczyzny syme-
tralne odcinkéow A4, i BB, maja réwnania r=z i y=-—2. O§ [,
okoto ktérej nalezy obrocié ciato, aby przeszio z polozenia poczatkowego
w koncowe, bedzie wiec miata réwnanie
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X =1y =2z

Widzimy stad, ze polozenie koncowe zalezy od porzadku, w ja-
kim cialo wykonywalo obroty.

Twierdzenie Chasle’a. (ialo moina przeprowadzié = dowol-
nego potozenia w  dowolne inne przy pomocy jednego przesunigeia
i jednego obrotu okolo osi. '

Na ogol moina to zrobié na nieskoiczenic wiele sposobow, zawssze
jednak osie obrotu bedq rownolegle, a katy obrotu réwne (jeseli osiom
nadany bedzie ten sam zwrot).

Dowdd. Niechaj 0; bedzie dowolnym punktem ciata w po-
lozeniu poczatkowym 1, za$ 0, odpowiednim punktem w polozeniu
koricowym II. Przesunmy ciato najpierw réwnolegle w polozenie
I'; tak by O, padio na 0, Jezeli polozenie 1’ jest identyczne z TT,
to cialo przeprowadziliSmy z polozenia 1 w polozenie I1 przy POMocy
jednego przesunieecia, zgodnie z wymogami twierdzenia.

Przyjmijmy wiee, ze polozenie 1’ jest
rozne od II. Poniewaz w poltozeniach II
i 1" cialo ma punkt 0, wspolny, wiec na
mocy 11 tw. Eulera mozemy je przepro-
wadzié z polozenia 1° w polozenie 11 przy
pomocy obrotu okoto pewnej osi I, prze-
chodzgeej przez punkt 0,

W kazdym wige razie przeprowadzilismy ciato z polozenia I
w potozenie L1 przy pomocy jednego przesuniecia i jednego obrotu;
udowodniliSmy zatem pierwszg czesé twierdzenia.

Gdybysmy obrali na poezatku inny punkt 0,, to na ogét otrzy-
maliby§my inne przesuniecie i inny obrot okolo innej osi. Wyka-
zemy jednak, ze we wszystkich przypadkach

osie obrotu bylyby réwnolegle. ' ! I
WeZmy pod uwage w ciele dowolny y
wektor 4B, w polozeniu 1, réwnolegty do
osi obrotu 1. Odpowiedni wektor A75’2 W po- !
tozenin Il bedzie mial ten sam kierunek /
I

i zwrot co wektor A,B;. Ani bowiem prze-
sunigcie, ani obrot (okoto osi réwnoleglej),
nie zmienia kierunku ani zwrotu wektora.

- Zalozmy teraz, ze ciato przeprowadziliSimy z potozenia I w po-
tozenie 11 przy pomocy innego przesunieeia oraz obrotu okolo innej
osi I'. Niechaj przy tym przesunigciu wektor A, B, przejdzie w wektor
AiBi. OczywiScie wektor 4B przejdzie po obrocie okolo nowej
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osi I w wektor A,B, Ponicwaz przesuniecic nie zmienia kierunku
ani zwrotu wektora, wiee A1B1 ma ten sam zwrot i- kierunek co
wektor A, B,. Wynika stad, ze wektor AVBy bedzie miat réwniez
ten sam zwrot i kierunek co wektor A?f)’g. Zatem o obrotu I” musi
byé réownolegta do A,B, czyli do osi 1.

Wykazemy wreszcie, ze katy obrotu okolo osi 11l 53 réwne,
byleby$my nadali osiom [ i I’ jednakowe zwroty. Obierzmy w ciele
w potozeniu 1 dowolny wektor a, prostopadty do I, a zarazem oczy-
widcie do I'. Kat, jaki tworzy wektor @, z odpowiednim wektoren a,
w potozeniu LI przy obranym zwrocie 0si, jest kgtem obrotu (str. 312).
Kat obrotu jest wiec w obu przypadkach ten sam, c.b.d.d.

Twierdzenic 2. Cialo moina przeprowadzié z dowolnego poto-
senia w dowolne inne przy pomocy dwoch obrotdw kolejnych.

Dowdod. Niech 0, bedzie dowolnym punktem ciala w poto-
zeniu 1, a Oy odpowiednim punktem ciala w polozeniu I1. Obréémy
ciato o kat 180° okolo osi [, bedgcej symetralng odeinka 0,0,
Przy tym obrocic punkt O, padnic na punkt O, Cialo przyjmie
potozenic 117, ktoére z potozeniem T1 ma punkt O, wspdlny. Mozemy
zatem 7 polozenia 11' przej$é do polozenia 11 przy pomocy obrotu
okoto pewnej prostej I, przechodzacej przez O Przeprowadzilismy
w ten sposob ciato z polozenia I w polozenie 11 przy pomocy dwoéch
obrotéw okolo prostych I, i I, e.b.d.d.

Skret. Jezeli cialo wykonato przesuniecie, a nastepnie obrot
okolo osi réwnoleglej do przesuniecia, to powiadamy, ze eciato
wykonalo skret.

W szezegélnosei przesuniecie lub  obrot rowniez nazywamy
skretem.

Twierdzenie 3. Giato modna zawsze przeprowadzié z dowolnego
potoienia w dowolne inme przy pomocy skretu @ to tylko w jeden sposob.

Dowdd. Wezmy pod uwage w ciele w potozeniu I dowolny
trojkat A,B, 0, lezacy w plaszezysnie II; prostopadiej do mozliwych
osi obrotu. Oznaczmy przez A,B,(; odpowiedni trojkat, zas przez I,
odpowiednig plaszezyzne w polozeniu 11. Plaszezyzny I, i I,
sa zatem réwnolegle. Przeprowadimy teraz cialo z polozenia |
w polozenie 1’, nadajac ciaiu takie przesuniecie prostopadie do 11,
by plaszezyzna II, przeszia w plaszezyzne II, (p. str. 320, rys. 1).
Trojkat A,B,C; przejdzic przy tym przesunieciu w trojkat AiBiCi
lezgcy w plaszezyznie Ilp, w ktérej lezy takze trojkat AyByCy.
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{ 7 polozenia I’ mozemy przeprowadzié
ciato w polozenie 11 najpierw przy pomocy
translacji tak, by 47 padlo na 4,, a na-
stepnie przy pomocy obrotu okoto prostej
prostopadlej do I, przechodzacej przez 4,.
Wynika stad, ze trojkat Ai1BiCy przejdzie
w  A,By(,, pozostajac stale w plaszezy-
7nie Il,, Na mocy wige 11 tw. Tulera
mozemy trojkat A;Bi07 przeprowadzié
1. w  dyB,(’, przy pomocy translacji lub
obrotu (okolo pewnego punktu O lezacego
w Il,, czyli przy pomocy obrotu okolo osi | prostopadlej do I/,
w punkcie 0). Przy tej translacji (lub obrocie) cialo przejdzie
7 potozenia 1’ w polozenie I1.

Wynika stad, ze przeprowadzimy ciato z polozenia 1 w po-
tozenie 11 albo przy pomocy przesuniecia (jezeli przejscie z 1° do 11
jest przesunieciem), albo przy pomocy przesuniecia i obrotu okolo
osi I, réwnoleglej do przesuniecia, c¢. b. . d.

08 I nazywamy osiq skretu.

0§ skretu przesuwa sie przy skrecie po sobie. Kazda inna
prosta zmienia przy skrecie swoje polozenie. Wynika stad, Ze nie
mozemy przeprowadzi¢ ciata z polozenia I w polozenie I1 przy
pomocy skretu okoto innej osi 7.

§ 4. Ruch postepowy i ruch obrotowy okolo osi.
Ruch postepowy. Jezeli kazde polozenie, jakie cialo przyjmuje
w ciagu ruchu, mozemy otrzymaé z polozenia poomtkowego przy
pomocey translacji, to powiadamy, ze ciato po-
rusza sie ruchem postepowym.

7 okreslenia ruchu postepowego wynika,
ze kazde dwa polozenia eciala w ruchu poste-
powym daja sie otrzymaé¢ jedno z drugiego
przy pomoey przesuniecia rownoleglego. 2.

Niech 4 i B bedg dwoma dowolnymi punktami ciata. W ruchu
postepowym wektor AB nie zmienia kierunku ani zwrotu. Jezeli
wie¢ tor punktu A przesuniemy rownolegle tak, ze wszystkie jego
punkty doznaja przesuniecia rownego wektorowi 4B, wowezas tor
punktu A pokryje sie z forem punktu B (rys. 2).

A wiec: w ruchu postepowym tory wszystkich punktow sq do
siebie prazystajgce i przechodzq jeden w drugi przy pomocy translacji.
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Ruch postepowy ciala jest wiec wyznaczony przez ruch jednego
jego punktu i polozenie ciata w chwili poczatkowej. Jezeli bowiem
znamy ruch np. punktu A4, to wektor przesunigcia ciata z potozenia
poczatkowego do polozenia w chwili ¢ bedzie rdéwniez wiadomy,
gdyz réwna sie znanemu przesunieciu punktu A.

Na odwrét: jeseli wektory zwiqzane z cialem sstywnym nie smie-
niajq kierunkw, to ciato porusza si¢ ruchem postepowym.

Istotnie wezmy pod uwage staty uktad wspotrzeduych (z,y,2)
oraz dwa punkty w ciele A(ry,Yy,2) 1 B(@ Ysy2). Z zatozenia wektor
AB nic zmienia kierunku (ani oczywiseie dlugosci); wykazemy,
7e nie zmienia rowniez zwrotu. Rzuty wektora AB na osie ukladu
sa podezas ruchu state co do wartodei bezwzglednej. A wiee |v
lya—7a| 1 Jea—2] sa pewnymi statymi. Poniewaz w,—u; jost funkeja
ciggly czasu ¢, wiee z tego, zZe g —x
e ,—x,—const. Podobnie y,—y,=const. i 2,—=2 = const. Zatem
wektor AB nie zmienia zwrotu.

Oznaczajac tedy przez A,B i A', B’ polozenia danych pu punktéw
w_dowolnych dwach (*hwﬂaoh tit, otrzymamy AB= =A'B’, skad
AA’'=BB'. Przesuniecia dwoch dowolnych punktow sg zatem réwne,
a wieec mozemy przeprowadzié cialo z polozenia w chwili ¢ do po-
lozenia w chwili t' przy pomocy przesunigcia. Ruch ciata jest wige
ruchem postepowym.

Wezmy pod uwage w ciele poruszajacym si¢ ruchem poste-
powym dwa dowolne punkty 4,, 4, w chwili ¢ i polozenia Aj, A5
tych punktow w chwili ¢+ At. Oznaczajac przez o, i 7, predkosei
punktow A, i 4,, otrzymamy (str. 35):

v]:hmAlA;, ““].HllA)A)'
Ao At st»0 At

Poniewaz cialo porusza sie ruchem postepowym, wiec A A=A, A5,
skad 7,=70,.

A wiec: w ruehu postepowym w dowolnej chwili ¢ predkosed
wszystkich punktdw ciala sq sobie réwne.

Predkoseiq ruchu postepowego w chwili ¢t nazywamy wspdlng
predkodé wszystkich punktow ciata w tej chwili.

Niech teraz cialo porusza si¢ w taki sposob, ze w kazdej po-
szezegolnej chwili ¢ predkosei wszystkich punktow ciata sa sobie
réwne. Obierziny dwa dowolne punkty ciaka A(z,¥y,2) i B( 29,19y 2)-
S, Banach. Mechanika. 21
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Poniewaz w jednej i tej samej chwili predko§é punktu A jest
zawsze rowna predkodei punktu B, wiec:

L= Ly, Y1= Yo 2= 2y skad Ey—&y= 0.

Zatem x,—x;=¢, i podobnie y,—-y; =65, H—3=20¢;, gdzie
¢,0, 1 € $8 pewnymi stalymi. Wynika stad, ze wektor 4B ma state
rzuty na osie ukladu, nie zmienia wiee podezas ruchu ani kie-
runku, ani zwrotu. Ruch jest przeto ruchem postepowym.

A wiee: jeieli wszystkie punkly ciata majq w kaidej poszecze-
qolnej chwili predkoseci rowne, to ciato porusza sie ruchem postepowym.

Ruch obrotowy okoto osi. Jezeli cialo porusza si¢ w ten
spos6b, ze wszystkie punkty pewnej prostej ! pozostaja w spo-
ezynku, to powiadamy, ze cialo obraca sie okoto osi 1 (str. 311).

W ruchu obrotowym wszystkie punkty kraza po kolach, lezg-
cych w plaszezyznach prostopadiych do osi obrotu; srodki tych
kot lezg na osi obrotu.

Promienie Igczgce punkty ciala ze $rodkami kol, po ktorych
punkty te krazg, zakreslaja w rownych czasach rowne katy. Wynika
stad, ze w ruchu obrotowym okolo osi wszystkie punkty maja w kazdej
poszezegblnej chwili réwne predkosei katowe. Ieh wspolng predkosé
katowa nazywamy predkosciq kqtowq ruchu obrotowego okolo osi.

7 okreslenia wektora predkosci katowej (str. 46) wynika, zZe
w ruchu obrotowym ciata okoto osi wszystkie punkty majg ten
sam wektor predkosci katowej, lezacy na osi obrotu. Wektor ten
nazywamy wektorem predkosei kqtowej obracajacego sie ciala.

Przyhktad 1. Jezeli w réwnolegloboku 4 BC'D wierzchotki A i D
3 unieruchomione, wowczas boki AB i (' moga si¢ obraca¢ okoto
wierzcho¥kéw 4 i D. Przy tych obrotach bok BC pozostaje stale
rownolegly do AD. Zatem BC porusza sie wowezas ruchem po-
stepowym.

Przyhlad 2, Kolo o $rodku O’ i promieniu r porusza sie
ruchem postepowym, pozostajac stale stycznym do kota A o érodku O
i promienin R. Wyznaczy¢ tor dowolnego punktu A (rys. str. 369).

Srodek 0’ porusza sie oczywideie po kole A’ o §rodku O i pro-
mieniu a==R—yr. Tor punktu 4 (kropkowany na rysunku) bedzie
zatem kolem o promieniu a. Srodek O, tego kola otrzymamy, na-
dajac srodkowi O przesuniecie 0—01 rowne wektorowi O'A.
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§ 5. Rozmieszezenie predkoscei w ciele sztywnym.
Gdy cialo sztywne sie porusza, punkty jego mogg mie¢ w danej
chwili na ogdél predkosei rdzne.

Zwiazki miedzy predkogeiami punktow ciala. Weimy
pod uwage dwa punkty ciata 4, i 4, o predkosciach %, i B, Niech 0
bedzie poczatkiem ukladu wspélrzednyeh. Polézimy:

7, =0A,. Fp==0A,, P A A, = FynTy.

Zatem (str. 35, (111)):

(1 7.1:513 7:2:1_’2, ;:?2*7'1:’172“51-
Mamy 7%= |7|%. Poniewaz |Fj==const., wiee tworzac pochodna,
otrzymamy 27r=0 czyli 77=0, skad na mocy (1) 7(%,—¥,)=0 czyl
(2) Fly=T77,.
Z okreflenia iloczynu skalarowego wynika, ze
7oy = |7 Raub — & i 70y = [7| Rzut ; .
Na mocy wiec (2) otrzymamy, dzielge przez |7,

(3) Rzut = 9, =Rzut ;5 v,.

Udowodnilismy wiec, ze w ciele sztywnym rzuty predkosei dwoch.
punkiow na odeinek lqezacy te punkty saq rowne.

Mozemy takze powiedzieé, ze skladowe predkogei dwoch
punktéw wizgledem odcinka laczacego te punkty sa réwne.

Przykltad 1. Niech dane bedg predkosei S
7y, Dy, U3 trzech punktéow ciala A, A, 4, nie le- \Be / £
zgcych na jednej prostej. Obierzmy dowolnie /. N
punkt €, nie lezacy w plaszezyznie A, 4,4, b Tf,%\(:“*ﬂ,

1 oznaczmy jego predko$é przez v. Wykre§lmy B
z punktu (¢ wektory 5?1, CB,, OB, réwne rzu- ; ,/“"‘

tom predkosei vy, %y, v, na proste 4,0, 4,0, A,C.

W mysl udowodnionego twierdzenia wektory te beda réwniez
rzutami wektora ¥ o poezgtku € na proste A,C, A,C0 i A;0. Jezeli
do tych prostych poprowadzimy plaszezyzny prostopadie w pun-
ktach B,, B, 1 B, to punkt przeciecia tyeh plaszezyzn bedzie koncem
wektora 2.

21 %
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‘Aby wyznaczyé predkodé punktu D, lezacego w plaszezyznie
A 4,4, wyznaczamy najpierw predkosé dowolnego punktu ¢, nie
lezgcego w plaszezyinie A,4,A4,, a nastepnie predko§é punktu D
jak poprzednio (biorgce spofréd punktéw A, A, A, i ¢ trzy punkty
nie lezgce wraz z D w jednej plaszezyznie).

A wiee: predkosci wszystkich punkiéw ciala sztywnego wyzna-
czone s praez predkosct trzech jego punktdw, wie leiacych na jednej
prostej.

Przyllad 2, Predkodci punktow linii prostej i plasz-
czyzny. Nadajmy poruszajacej sie prostej I. dowolny .zwrot
i weimy na niej punkt 0 o wspélrzednych @y, 94,2, Oznaczmy
przez a, 3,y katy, jakie of | tworzy z osiami ukladu wspéirzednych,
1 polozmy:

a=008a, b=cosf, c=cosy.

Dla dowolnego punktu A (x,y,2) osi I, o wspdlrzednej » na
tej osi, jest:

(4) r=xy-+ ar, Y=1y,+ br, g==g,+er.

Oznaczajge przez v predkodé punkiu A i tworzac pochodna (4)
wzgledem czasu, otrzymamy (wobec tego, ze r=const.):

(5) Ve==B=do-]-dr, Vy=y=1y,+br, V=2Z=23,+¢ér.

Wykre§lmy z punktu 4 wektor 44’, rowny predkosci ¢ pun-
ktu 4, i oznaczimy przez & n,{ wspélrzedne punktu A'. 7 uwagi
na to, ze &=uw-+ov, it.d., dostaniemy na mocy (4) i (d):

§=wy+ 2o+ (atd)r, n=1ye+yo+(b+b)r, {=2y+ 29+ (c+ )1

Jako rownania pierwszego stopnia ze wzgledu na parametr s
89 to rownania prostej.

A wiec: jedeli 2z punktow potoionych na linii prostej wykreslié
wektory predkosei, to koice tych wektorow leiq na linii prostej.

Opierajac sie na tym twierdzeniu, mozna latwo udowodnid,
podobne twierdzenia dla plaszezyzny.

Mianowicie: jezeli z punktow poloionych na plaszezyinie wykres-
lié weltory predkosei, to kodice tych wektordw lezaq na jednej pltaszezyénie.

Znajac predkodei 7; 1 7, dwoch punktow
A1 A, prostej I, mozna wyznaczyé predkosé v
dowolnego punktu A4 tej prostej, w sposob
nastepujaey (p. rysunek):
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Prowadzimy prosta m przez konce wektoréw predkodei 7, i 3,
wykreslonych z punktéow A, i A,. Na tej prostej lezy koniec wektora
predkosci 7, wykre§lonego z A. Wyznaczamy na prostej I punkt B
taki, by wektor AB réwny byl rzutowi 7, (lub %,) na of I. Wedle
twierdzenia dowiedzionego mna str. 323, AB jest rzutem % na I
Jezeli przez B przeprowadzimy plaszezyzne prostopadly do [, to
punkt A’, w ktérym plaszezyzna ta przetnie prosta m, bedzie koricem
wektora 7, wykredlonego z A.

Ruch chwilowy ciata sztywnego. Weimy pod uwage
w ciele sztywnym dowolny punkt 4 o wspotrzednych »,y,2 w pewnej
chwili ¢ 1 oznacziy przez 7 jego predko§é. Poniewaz % zalezy od
punktun A4, wiee ¥ jest w chwili ¢ funkeja wspéirzednych x,y,2. Mo-
zemy zatem przyjac, ze
(6) i = F(a,1,2).

Funkeja wektorowa (6) okresla predko$é w chwili ¢ w kazdym
punkecie ciata.

Rozmieszezenie predkogci w ciele w pewnej chwili nazywamy
ruchem chwilowym ciata.

Ruch chwilowy ciala jest zatem wyznaczony przez podanie
funkeji wektorowej (6). ==

W ruchu postepowym wszystkie punkty majg te samg predkosé.
Funkeja (6) przyjmie wiec postaé %= const.

W ruchu obrotowym okolo osi I mamy dla punktu 4, ozna-
czajac przez o wektor predkosci katowej, a przez O dowolny punkt
na osi ¢ (por. wzory (2) i (II1), str. 46):

(1) T==Mom, lub T=04Xw.

Ruch chwilowy ciala w chwili ¢ nazywamy ruchem chwilowym
postepowym, jezeli wszystkie punkty ciala maja te sama predkogé.
Predkodé te nazywamy predkosciq chwilowq ruchu postgpowego.

Ruch chwilowy ciata w chwili ¢ nazywamy ruchem chwilowym
obrotowym okolo osi I, jezeli predkodé punktow ciala wyrazajg sie
wzorem (7), t. zn. jezeli predkosci punktéw ciata w chwili ¢ sg takie,
jak gdyby cialo obracato si¢ okolo osi 1. Predko$é¢ o nazywamy
wektorem predkoser kqtowej chwilowej, a 0§ 1 osiq obrotu chwilo-
weqo.

Jezeli w kazdej chwili ¢zasu ruch chwilowy jest obrotem okoto
prostej (nieruchomej) I, to jest on ruchem obrotowym okoto osi I,
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Obierzmy bowiem staty uklad wspodlrzednych O(x,y,2;, przyj-
mujge of 1 za of 2. Niechaj A bedzic dowolnym punktem ciala
o wspolrzednych z,y,2, a » wektorem predkosci chwilowej. Wowezas
wy=01 w,=0. Wedlug wzoru (7) rzuty predkosei ¥ punktu 4 wynoszg:

(8) V=L =YWy, Py= Y=Ly, 0,=5=0.

Poniewaz 2=0, wiec 2= const. Punkty biegng zatem po plasz-
czyznach prostopadiych do osi l. Z réwnanl (8) dostajemy z#4-yy==0,
skad po scalkowaniu %t l4y?=const. czyli x®+y%=const. Punkty
ciata kraza tedy po plaszezyznach prostopadiych do osi I w stalej
odlegtosei od I, a wiec cialo wykonywa obrot okoto L

§ 6. Ruch chwilowy plaski. Niech figura plaska porusza
sie w plaszezyznie II. Obierzmy w tej plaszezyznie dowolne dwa
uktady wspdlrzednych: jeden staty (a,y), & drugi (& #) porusza-
jacy sie ruchem postepowym i majacy poczgtek w dowolnie obra-
nym punkecie M danej figury.

Ruch chwilowy figury wzgledem ukladu (&,7) bedzie tedy
obrotem okoto punktu M (czyli okoto osi I prostopadiej do I w pun-
kceie M). Predkosel wzgledne punktow w chwili ¢ bedg wige takie,
jak gdyby figura obracata sie okoto punktu M
z pewng predkoscia katowa o. Mozemy zatem
powiedzieé, ze ruch chwilowy wzgledny jest
ruchem obrotowym okolo punktu M. Poniewaz
ruch uktadu (&%) jest postepowy, wiee pred-
kodé unoszenia jest jednakowa dla wszystkich
punktéw figury (str. B8) i réwna sie predkosei
punktu M. Oznaczajac przez v predkosé
(bezwzgledna) dowolnego punktu A4, przez w predkosé wzgledna
punktu A, a przez # predkodé unoszenia (t.j. predko§é punktu M),
otrzymamy zatem (str. 58)

(1) ¥ =1 |70

Mozemy wobec tego powiedzieé, ze predkosei punktow figury
sg takie, jak gdyby figura wykonywata dwa ruchy rownoczegnie:
jeden postepowy z predkodcia @ dowolnego punktu M figury, drugi
za$ obrotowy okolo tegoz punktu M.

A wiec: ruch chwilowy figury w ruchu plaskim sklada sig & ruchu
chwilowego postepowego i ruchu chwilowego obrotowego; ruch poste-
powy ma predkosé dowolnego punkin figury, zas ruch obrotesss jest
obrotem okoto tegoz punktu.
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Ruch chwilowy figury mozna przedstawi¢ na ogol na nie-
gkonczenie wiele sposobow jako zlozenie ruchu chwilowego poste-
powego i ruchu chwilowego obrotowego. Zalezy to bowiem od wy-
boru punktu M.

We wszystkich tych przedstawieniach jednak predkogei chwi-
lowe katowe sa réwne. Obierzmy bowiem na figurze dowolug o$ k
wchwili ¢ i niechaj k' oznacza polozenie tej osi w chwili ¢t-+4t. Kat Ag,
jaki o§ k' tworzy z osig k, jest rowny katowi, o jaki figura obrécita
sie okoto M w ruchu wzglednym. Widzimy stad, ze A¢ nie zaleZy

od wyboru punktu M, a tym samym i o, bo w=limAp/At.
=0

W szezegolnogei ruch chwilowy moze byé ruchem chwilowym
postepowym (jezeli predkosé chwilowa katowa o jest zerem) lub
ruchem chwilowym obrotowym (jezeli punkt M ma predkos§é #=0).

Dla kazdego punktu . figury predkodé @ (obrotu chwilowego)
jest prostopadla do odeinka MA, przyczem |w=MA-w. Znajac
zwrot obrotu chwilowego, mozemy wiec wyznaczyé¢ zwrot @, a na
stepnie otrzymaé ze wzoru (1) predko$é » punktu 4.

Niech teraz w40 i w=40. Wezmy pod uwage na prostej [,
prostopadlej do @ i przechodzacej przez M, dwa punkty O i O’
w odlegtodei » od M, gdzie r=|ul/w.

Predkodei obrotu chwilowego w i @' pun-
ktow 01 0’ sg prostopadie do I, zatem réwnolegle
do 7. Mamy ponadto |wj=M0-o=rwv=[u| i po-
dobnie |@'|=u|. Poniewaz @& i @' maja zwroty
przeciwne, wiec dla jednego z punktoéow O i 0,
np. dla O, mamy w=—u. Zatem predkosé
punktu O wynosi v=w-+ n==0. Jezeli wiec
poezatek ukladu (& %) umiedcimy w punkcie 0,
to predkodé unoszenia bedzie zerem, ruch chwi-
lowy bedzie zatem obrotem chwilowym okoto 0.

Punkt O nazywamy srodkiem obrotu chwilowego.

Predkodé # dowolnego punktu A jest prostopadia do odeinka 0 A
i ma zwrot zalezny od zwrotu obrotu chwilowego. Ponadto

(2)

v =04-v.

A wiee: ruch chwilowy plaski jest albo ruchem chwilowym poste-
powym, albo ruchem chwilowym obrotowym okolo srodka obrotu chwi-
lowego.
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Wyznaczanie §rodka obrotu chwilowego. Srodek obrotu
chwilowego ma oczywideie predkodé 0. Kazdy inny punkt ma
wedlug (2) predkos§é =0 (jezeli w==0). Istnieje zatem jeden tylko
$rodek obrotu chwilowego (gdy w=0).

A ———7 Jezeli w  dowolnym pun-

7 / #r—7 keie A wykredlimy prostopadia
Aé _________ Aen 4._7’§ :w‘/ do predkodci 7 tego punktu, to
o A \ . __’TJO $rodek obrotu chwilowego znaj-
o IR dzie sie na tej prostej (rys. 1).

L /2y 3. Srodek obrotu chwilowego

mozha na ogol wyznaczyé, zna-
jac predko$é v jednego punktu, np. 4, oraz kierunek predkosei v’
drugiego punktu 4’. Wykre§lmy proste k ik’ prostopadie do v1i7?’
w punktach 4 i A’. Punkt O przeciecia si¢ tych prostych jest srod-
kiem obrotu chwilowego. Ze wzoru (2) otrzymujemy w=|7/0A.
Zwrot obrotu chwilowego otrzymamy ze zwrotu predkosei .

Gdy proste k i &’ sg réownolegte, to ruch chwilowy jest ruchem
chwilowym postepowym.

Gdy proste k i k' pokrywaja sie z sobg, musimy w celu wy-
smaczenia ruchu chwilowego znaé jeszeze predkodé ' punktu A’
Znajomosé samego tylko kierunku predkosei 2” wowezas nie wystarcza.

Gdy 7—=7', ruch chwilowy jest ruchem postepowym.

Gdy za$§ ©=+7, ruch chwilowy jest ruchem chwilowym obro-
towym. Oznaczajac wowezas przez O S$rodek obrotu chwilowego
(lezacy oczywiscie na prostych ki'k'), mamy na mocy (2) [5/=04-0
i [¢']=04" 0. Zatem

®) o4 T

Jezeli 717 maja zwroty zgodne (rys.2)i [5/<[?7'|, to punkt O
lezy na przediuzeniu odeinka A’A poza punktem 4. Mamy wtedy
0A4'—0A=A'A, skad na mocy (3)

: 7l
' — 7]

Jezeli zag ¥ i ¥ maja zwroty przeciwne (rys. 3), punkt O lezy

na odeinku A4’'. Mamy wtedy 04+04'=A44’, skad na mocy (3)

7]

5 OA— A4 — 10—
®) CENG
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Przyhlad 1. Prett AB porusza sie w plaszezyznie w ten spo-
$0b, Ze oba jego konce 4 i B poruszaja sie stale po krzywych (i (.
Predkosei 7, i v, punktow 4 i B sa styczne do krzywyeh ¢ i (.

Rysujac w punktach A i B prostopadie P
do styeznych, otrzymamy srodek O chwilowego %

\,

obrotu preta AB, jako punkt przeciecia sie
tych prostopaditych. Oznaczajac przez o pred-
ko$¢ chwilows katows, otrzymamy:

|5, =0A-0, |G =0B-w 1 5]/t =0A]OB.

Przyhlad 2. W mechanizmie korbowym pret AB porusza
sie w ten sposob, ze jego koniec B potaczony jest przegubowo z pre-
tem OB unieruchomionym w 0, drugi zad koniec A porusza sie
po prostej 1 przechodzacej przez O. Pret OB obraca si¢ okolo
punktu O z predkoscia katowa . Jaka jest predkosé punktu A?

w L Predko$é »' punktu B jest prosto-

7 )Qf’ padta do OB, a predkos$¢ 7 punktu 4
! ma  kierunek prostej I. Kreslae pro-

| stopadtle do % i ¥, otrzymamy sro-

AI dek 0, chwilowego obrotu preta AB.

0 7 ]
U " Jest OB-w= 7| =08 w, zatem
" oy=0B-0/0B, skad

‘2—}' =04 -0,=0,4-0B-0/0B.

Przyktad 3. Uklad dwéch pretow A0 ii0B, polaczonych
przegubowo, porusza sie w plaszezyznie. Dane sg predkodei 7,179,
punktéw A i B. Wyznaczyé predkesé punktu 0.

Oznaczmy przez aif katy, jakie two-
rzg predkodei ¥, 1 ¥, z pretami 04 i OB,
przez 6 kat, jaki predkosé v punktu O two-
rzy z pretem OA, a przez ¢ kat AOB.

Poniewaz rzuty predkogei ¥ na prety
04 i OB sg odpowiednio rowne rzutom
7, 1 7, na te prety, wiec oznaczajac przez v, v; i vy wartodci bez-
wzgledne tych predkodei, otrzymamy:

(6) 2, 08 = ¥ COS 0, e ¢O8 B = v cO8(p— 9),

skad
cos(p—03) /o8 d = 1,008 f§/vyc080a,
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wiec cosp--tgosing=v,c08 /v, cosa czyli
g0 == (0,08 — 1, CO8aCOSq) iv, COSasing.
S 2 1 ¥t f
Zmajac 6, wyznaczamy ¢ z réwnania (6).

Przyktad 4. W plaszezyinie lezy uklad trzech pretow
AB, BU1 CD, polaczonych przegubowo i unieruchomionyeh w 4 i D.
Pret AB obraca si¢ okoto A z predkodcig katowa ;. Wyznacryé
predkosé katowa my preta D okolo D.

Punkty B i ¢ kraza po kolach

o Srodkach A i D; ich predkosci 7, i v,
sg zatem prostopadle do AB i ¢D. Sro-
dek obrotu chwilowego preta BC otrzy-
mamy, prowadzac prostopadle do 7,179,
czyli przedtuzajac odeinki AR i DC
do przecigcia si¢ w punkeie 0. Punkt O jest §rodkiem obrotu
chwilowego preta BC.

Oznaczmy przez o predkosé chwilowa katowa preta B
Kladge o,==|5;] 1 vy==|t,/, otrzymamy wiec:

(7) 1 =08 w i 0y == 0C -,

Pret. AB obraca si¢ okoto A z predkodcia katowa o; zatem
(8) 0, =AB-w, i podobnie v,=CD-w,.

7Z (7)1 (8) otrzymujemy AB-w=0B-0 czyli o=AB-w,/0B,
skgd na mocy (7) 9,=AB-0C-0;/0B, a poniewaz na mocy (8) jest
=10y’ D, wigc
AB-0OC
OT(/@ M.

Przylktad 5. Dany jest uklad pre-
tow potaczonych przegubowo w weztach
B, ', Di K. Prety AB, 'D i EG mogg si¢
obracaé okoto punktéw A, ¥ i @, ktére
82 unieruchomione. Pret GFE obraca sie
okoto G zpredkoscig katows v. Wyznaezy¢
predkosei katowe o’ 1 o’ pretéw FDi AD
okolo Fi A.

Oznaczmy przez oy, b, vy 1 ¥, predkosdei punktéw E, D, (, B,
7§ Przez vy, vy, v31 v, ich wartodei bezwzgledne. Punkty K i D
kraza po kotach o s§rodkach ¢ i ¥F. Predkosci wiee tyeh punktow
8a prostopadle do KG 1 I D.

(“2 -
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Niech 0, bedzie punktem przeciecia prostopadiych do v, i 2y
(t. j. przedluzen pretow GF i DF). Punkt O bedzie srodkiem obrotu
chwilowego preta ED, a zarazem trojkata KEDC, gdyz prety
ED, DC i CE tworza ukiad sztywny.
Oznaczajac przez o, predkodé obrotu chwilowego okoto O,
ktorej zwrot wyznaczamy ze zwrotu ¢;, mamy:
(M) v == 0y 1 oy, vy == 01D - w;y.
Zwrot T, wyznaczamy ze zwrotu predkosel katowej o,
Poniewaz »,=GFE-o, wiec na mocy (9):
GrY 0.D-GH
(lO) my = mj ), g == '—O;‘[:jf
Pret FD obraca si¢c okolo ¥ z predkodcia katowa o', wiee
Vy=FD-w’ czyli o' =u,/FD. Na mocy (10) jest zatem
0,D-GE
(11) W' =,
* OIE’FD

’

Zwrot o' wyzhaczamy ze zwrotu T,
Predkodé @, punktu ¢/ jest prostopadia do 0,C; mamy wige

(12) 1y == 0,0 o).

Zwrot T, wyznaczamy ze zwrotu obrotu okolo 0.

Aby wyznaczyé srodek 0, obrotu chwilowego preta B, za-
uwazmy, ze predkodé ¥, punktu B jest prostopadia do preta AB.
Kreglimy wiec prostopadle do predkofei v, i @, czyli przediuzamy
AB i €0, do przeciecia si¢ w O,

Oznaczajac przez oy predkosé kgtows obrotu chwilowego
okoto 0,, mamy:

(13) g == 0, ("+ g, vy == Oy 3 - w,.

Zwrot obrotu chwilowego otrzymujemy ze zwrotu vy
Z (13) dostajemy:
(14) Wy = g/ 050,  14=0,B v3/0,C.

Zwrot ¥, otrzymujemy ze zwrotu obrotu okolo 0,.

Poniewaz pret AB obraca si¢ okoto 4 z predkodcia katowa o”,
wiee v,=AB-0'" ezyli o' =,/ AB. Stad na mocy (14), (12) i (10)
dostajemy
 0,B-0,C-GE
T AB-0,0-0.E

1

(2]

w.

7

Ziwrot predkodci katowej o'’ otrzymujemy ze zwrotu 7.
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§ 7. Ruch chwilowy przestrzenny. Zajmiemy si¢ najpierw
przypadkiem szezegdlnym. |

Obrét okoto punktu. Przypudémy, ze
cialo obracajace sie okoto punktu staltego 0,
zajmowato polozenie 1 w chwili 4, zas§ polo-
zenie I1 w chwili ¢4 At Z polozenia 1 w po-
lozenie 11 mozemy wiec przeprowadzié¢ ciato
przy pomocy obrotu o kgt Ag okolo pewnej
prostej U'. Zaldzmy, ze gdy At dazy do 0, pro-
sta ' dgzy do pewnej prostej I. Polézmy
(1) &im Ap | At = w.

t->0

Oznaczmy przez A dowolny punkt ciala w potozeniu 1, a przez
A" odpowiedni punkt w polozeniu 11. Niechaj 8’ bedzie $rodkiem
kota, po ktorym porusza sie A przy obrocie okolo prostej I’, zas S
polozeniem granicznym punktu 8', gdy At—>0. Oznaczmy wreszeie
przez ¥ predko§é punktu 4. Mamy

7 = lim A4
= —
a0 At
zatem ‘
i . A . A
, 2 A8 sin Tfp ARS8’ sin Ttp Ao
%)= lim | ——| = lim — =1lim ==
[ a0 | At 150 At A0 é‘ipﬂ At
2
. . . A [ A .
a poniewaz lim (sm Ttp / —g):]_, wiee na mocy (1)
g >0 & 2
(2) |o| = A8 - .

Zauwazmy, ze wektor AT/At jest prostopadty do I’ i tworzy
z odcinkiem 8'4 kat 90°—Ap/2; wektor 7 jest tedy w granicy prosto-
padly do I i AS. Predkodé punktu 4 w chwili ¢ jest zatem taka,
jak gdyby cialo obracato sie okolo osi I z predkodcig katows .
UdowodniliSmy wiec nastepujace twierdzenie:

Ruch chwilowy ciala, obracajacego si¢ wkolo pewnego punkin O,
jest obrotem chwilowym wkolto osi, przechodzqcej przez 0.

Predkod$é ¥ punktu A jest prostopadla do plaszezyzny IT prze-
chodzgce] przez | i A, skad ¥ | OA, poniewaz 0A lezy w II.

A wiee: prey obrocie ciala okolo punktu O predkosci punktéw
ciala sq prostopadle do prostych laczacych te punkty z punktem O.
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0§ I obrotu chwilowego lezy w plaszezyznie przechodzacej przez
punkt A4 i prostopadiej do predkosci punktu A. Znajac wiee kie-
runki predkosei dwéch punktéow ciaka, otrzymamy o§ obrotu chwi-
lowego jako krawedz przeciecia plaszezyzn, przechodzacych przez
te punkty prostopadle do kierunkéw predkogei. Predkosé chwilows
katowsy otrzymamy z réwnosci (2).

DPrzylilad 1. Kula 224 y*+422=1 obraca si¢ okoto srodka O.
Dana jest predko§é # punktu A(1,0,0) w pewnej chwili ¢ oraz kie-
runck predkodei w punktu B(0,1,0) w tejze chwili. Wyznaczyé o
obrotu chwilowego, predkosé katowa i prgdkoéé w (w chwili t).

Poniewaz predkos$é v jest prostopadla do 04, t. j. do osi «,
wiec v,=0. Oznaczmy przez a, b, ¢ cosinusy katow, jakie predkosé
w tworzy z osiami ukladu wspolrzednych. Mamy oczywidcie h=0;
gdyz @ jest prostopadie do OB, t. j. do osi y.

08 chwilowego obrotu jest przecieciem plaszezyzn przeprowa-
dzonych przez O oraz przez A 1 B prostopadle do predkodei o 1 .
Roéwnania tych plaszezyzn sa nastepujace:

(3) Yoy b =0, ant =0,
skad
& Y 2
4 D e
(4) cla v lv, —1

Roéwnania (4) sa rownaniami osi obrotu chwilowego.

Niech o oznacza predko§é chwilowsg katowa. Rzuly @ na
osie ukladu sa proporcjonalne do wspoélezynnikow kierunkowych
osi obrotu, t.j. do liczb ¢/a, v,/v, 1 —1. Oznaczajge przez A wspol-
ezynnik proporcjonalnogei, dostaniemy:

(5) we=A¢/a, Wy == AV, [vy, Wy =— A.

Aby wyznaczyé A, obliczamy predko§é ¥, opierajac si¢ nha

wzorze =04 X o. Otrzymujeny v,=0, v,=21 1 n,=2v./v,, skad
A=1,, wiec na moey (H):
49 o

(6) O =CVy [0,  @y=Vsy  Op=—0,

Poniewaz w=0D8 x o, wi¢c na mocy (6) jest

/
Wy ===y, W,=0, wW,==-—cv,/ a.
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Ruch chwilowy w przypadku ogdlnym. Umiesémy
w dowolnym punkecie M danego ciala poczatek ukladu wspélrzed-
nych (& #,{), poruszajacego sie ruchem po-
stepowym. Poniewaz punkt M jest wzgledem
uktadu (&, n,¢) nieruchomy, wiee ruch ciata
wzgledem wukladu (&, 7,{) jest obrotem okolo
punktu M. Ruch chwilowy wzgledny bedzie
wiec obrotem chwilowym okolo osi obrotu
chwilowego I, przechodzgcej przez M.

Niechaj A bedzie dowolnym punktem ciata. Oznaczmy przez v
yredkodé bezwzgledng punktu A, przez # predkodé unoszenia,
a przez w predkosé wzgledng. Zatem

(7) =%+ B.

Predkos¢ unoszenia @ rowna sie predkosci punktu M, gdyz
uktad (&, 9,C) porusza sie ruchem postepowym. Predkodci punktow
ciala sg zatem takie, jak gdyby ciato wykonywalo dwa ruchy réwno-
czesnie: jeden postepowy z predkoscia w dowolnego punktu M
ciala, drugi zad obrotowy okolo pewnej osi przechodzacej przez M.

A wiee: ruch ehwilowy ciata sktada sie z ruchu chwilowego po-
stepowego o predkosei dowolnego punktu M tego ciata i ruchu chwilowego
obrotowego okolo osi obrotw chwilowego, przechodzacej przes punkt M.

Ruch chwilowy c¢iala mozemy na ogdl przedstawié na nieskoi-
czenie wiele sposobow jako zlozenie ruchu chwilowego postepo-
wego 1 ruchu chwilowego obrotowego. Zalezy to bowiem od wy-
boru punktu M.

Wykazemy, ze przy wszystkich mozliwych przedstawientach
wektory predkosci chwilowych katowyech sa réwne (t.zn. Ze oste obrotu
chwilowego sq réwnolegle © predkosei chwilowe kqtowe sq rowne).

Przypuéémy, ze punkt ciata M w chwili ¢ przeszedt w punkt M’
w chwili ¢+ At. Wzgledem ukladu statego zmiana polozenia ciata
w czasie At jest zlozeniem przesuniecia M M’ i obrotu o kat A¢ okolo
pewnej osi I'. Wzgledem ukladu (&, 5,{) zmiana polozenia jest tylko
obrotem o kat A¢ okolo osi I', uktad bowiem (&,#,) wykonal w cza-
sie At przesuniecie MM'. Zatem polozeniem granicznym osi [
jest o8 I obrotu chwilowego, za$§ predkogeia chwilowg katowg jest.
w=lim Ag | At.

At=>0




§71 Ruch chwilowy przestrzenny. 335

Z twierdzenia podanego na str. 318 wynika, ze gdyby$my w ciele
obrali inny punkt M,, to przy podobnych znakowaniach of Ij bylaby
réwnolegla do I, prayczem Ag,=Agp. Zatem o§ obrotu chwilowego I,
przechodzgca przez M, jest réwnoleglta do 1 i predkosé chwilowa
katowa o, réwna jest o. Zaréwno wiec dla M jak dla M, wektory
predkosci katowyeh beda rowne.

Uwaga. Oznaczajge przez o wektor predkosei chwilowej ka-
towej, otrzymamy na mocy (IIT), str. 46, dla dowolnego punktu A
w:mx?ﬁ, skad na moey (7)

(I) P=u -+ MAXo.

Predkos§¢ unoszenia. Niech uklad wspolrzednych (&,7,0)
0 poczatku M porusza sie w przestrzeni wzgledem stalego ukladu
wspllrzednych (x,y,2). Uklad (&9,8) (wraz z punktami sztywnie
z nim zwigzanymi) mozemy uwazaé za ciato sztywne. Ruch 'chwi-
lowy uktadu (&7,Z) bedzie wiec zlozeniem ruchu chwilowego
postepowego z predkoseig ¥, poezatku M ukiadu i ruchu obrotowego
z predkoscia chwilowg katowa o okolo osi obrotu chwilowego, prze-
chodzacej przez M. Predkosé unoszenia 7, dowolnego punktu A4, znaj-
dujacego sie w ruchu wzgledem ukladu
(&, 1,0), jest to predkosé, jakaby punkt 4
posiadat, gdyby byl zwiazany sztywnie
z uktadem (&,7,). Zatem o, jest sumg
. predkosei v, i predkosci @ obrotu chwi-
lowego. Wobec powyzszego mamy na

mocy (1) / /r/ T
J

(8) By =T + MA X w.

A wiee: predkosé unoszewia dowolnego punktu jest taka, jak
gdyby punkt ten byt zwiqzany sstywnic z ukladem ruchomym wspol-
ragdnych, a uklad ten wykonywal dwa ruchy réwnoczesnie: jeden po-
stepowy = predkoseiq poczatkn wkladu, drugi zas obrotowy okolo osi,
przechodzqeej przez poczatek ukladu.

Twierdzenie powyzsze podaliémy bez dowodu na str. 62.

Skret chwilowy. Ruch chwilowy ciata nazywamy skretem
chwilowym albo ruchem srubowym chwilowym, jezeli predko§é ruchu
chwilowego postgpowego jest réwnolegla do osi obrotu chwilowego.

W szczegolnosci ruch chwilowy postepowy lub obrot chwilowy
nazywamy réowniez skretem chwilowym.
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O$ skretu chwilowego nazywamy osiq $rodkowq obrotu chwi-
lowego.

Przy pomocy twierdzenia, podanego na str. 319, udowodnimy
twierdzenie nastepujace:

Ruch chwilowy ciala sztywnego moina przedstawié, i to tylko
w jeden $posib, jako skret chwilowy.

Dowdd. Zalézmy, ze przeprowadziliSmy ciato z polozenia 1

w chwili ¢ w polozenie I1 w chwili ¢ + At przy pomocy skretu okolo
osi I’ (str. 319). Niechaj ! bedzie polozeniem gra-

/ nicznym prostejl’, gdy At—0. Wezmy pod uwage

P A/W\S na ! dowolny punkt O w chwili ¢ i oznaczmy

r ’>~—‘\ przez O’ potozenie punktu O w chwili ¢ Af. Przy

/ ~ . . .
/ Sy \\ . przeprowadzanin ciata, z polozenia 1 w polo-
/ ~~ . : I
P e 20" jenie 1T z pomoca skretu, punkt O zajmie po
/ gty . - . N . .
ok przesunieciu polozenie 0, a nastepnic po obrocie

okolo I’ o kat A przejdzie w potozenie O'. Ozna-
czajac przez ¥ predkodé punktu O, mamy wiec

9) petim 00 _ i 001 010" 15y 000 5, 010",

o A At50 At _\t—>0 At Ao At

Niech 8 bedzie $rodkiem kota, po ktérym punkt O poruszat
sie przy obrocie okolo osi I’ o kat A¢. Zatem 1=280;-sindg/2,

10,0’ . sin(Ag/2)] . sin(Ag/2)| g |
1 A =1im 280, - |— | =1m 80+ | ———
sl _lxgﬁl) ‘ % Alf»n ! At | 30 ! Apf2 | l At
2 0,0’
Poniewaz lim S0;=0, a lim —) l 1, wiec lim I R )

A0 g0 /190/ | Ao | At
Na mocy (9) jest wiee u=lim 00/At. Lecz 00,||l'y wiec z uwagi
At=0
na to, ze I’ dazy do I, gdy At—0, predkosé @ ma kierunek osi [,
ktora jest osia obrotu chwilowego, przechodzaca przez O. Ruch
chwilowy jest wiec skretem, bo predko$é @ ruchu chwilowego po-
stepowego ma kierunek osi ! obrotu chwilowego.

Punkty potozone na osi skretu chwilowego majg predkosci
réwne %, a przcto réwnolegle do osi skretu. Punkty potozone poza
osia skretu maja predkosci, ktore nie sa rownoleglte do osi skretu.
Predkodé takiego punktu jest bowiem sumg predkodei @ i pred-
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kodci w obrotowe], prostopadlej do w. Zatem suma 7+ nie jest
nigdy réwnolegla do # (a wiec i do 1), chyba, ze w=0, t. . ze punkt
lezy na osi skretu.

Wynika stad, ze ruch chwilowy daje sie przedstawié jako
skret chwilowy tylko w jeden sposéb. Gdybysmy bowiem przed-
stawili tenze ruch chwilowy jako skret okolo innej osi ,, to na mocy
twierdzenia na str. 334, proste ! i I, bylyby réownolegle, a wtedy
predkosci punktéw porozonych na I, bylyby réwnolegle do I, i 1
¢0 jest niemozliwe, poniewaz jak dowiedliSmy przed chwilg —
tylko punkty polozone na osi ! maja predkosci réwnolegle do 1.

Przyklad 2. Niech cialo porusza sie¢ w ten sposob, ze ruch
chwilowy jest skretem o stalej predkodei postepowej % i obroto-
wej w okolo stalej osi 1.

Obierzmy o§ obrotu chwilowego za 0§ 2. Oznaczmy przez o
i« wspolrzedne w i @ wzgledem osi 2. Predko$é % punktu 4 ciata
0 wspétrzednych z,y,2 wyraza si¢ na moey (I), str. 335, wzorem

T--7 4+ 0A X o,

gdzie O jest poczatkiem uktadu. Poniewaz w,=0, w,=0, o,—ao
i ue=0, uy=0, u,=n, wigc:

(10) T=wy, Y=—wr, E=1u.
Ostatnie z rownan (10) daje po scatkowaniu
(11) 2=ul+¢,

gdzie ¢ jest stala dowolng. Rozniczkujac pierwsze z réwnan (10),
otrzymamy = wy. Podstawiajac na y wartodé z roéwnania drugiego,
dostaniemy réwnanic @&+ w2e=90, ktorego rozwigzanie .ogdélne ma
postad

(12) r=asinwt-+ bcos wt,
gdzie a 1 b sa stalymi dowolnymi. Poniewasz y=&/o wiec
(13) i = . ¢08 mt —bsin wi.
Przyjmijmy, ze w chwili =0 punkt 4 miat wspolrzedne
Wo=7, =01 2¢=0. Podstawiajac t=0 w (11)-(13), dostaniemy

a=0, b=y i ¢=0, skad:

r=rcoswt, Yy=—rsinwt, s=ul.

=0 Banach. Mechanika. 22
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Punkt bedzie wiee poruszal sie ruchem §Srubowym (str. 55)
po powierzchni walca o osi z (gdyz 22+ y2==2), zakredlajac t.zw.
linig  $rubowq. Jezeli poboeznice walca” rozwiniemy, to linia
frubowa przedstawi sie jako prosta. TLinia $rubowa przecina
zatem wszystkie tworzace pod jednym i tym samym katem a.
Odlegto§é¢ dwoch punktow sasiednich linii §rubowej na tej samej
tworzacej nazywamy skokiem $ruby 1 oznaczamy przez h. Mamy wiec

(14) tg a= 27z /h,

gdzie r jest promieniem podstawy walca. Poniewaz czas obrotu
wynosi 2z /lo| lub h/|@|, wigce:

(15) h=2ali||6],  tea-—ro)/|al.

Wyznaczanie ruechu ciata. Obierzmy w ciele dowolny
punkt O o wspolrzednych w,v,,2, Wzgledem pewnego statego uktadu
wspétrzednych (x,y,2). Oznaczmy przez o predkosé chwilowg katowa,
a przez % predkosé punktu 0. Punkt ciala A o wspéirzednych x,y,z
ma predkosé ((T), str. 333) '

(16) 5=17 - 04 X @.

Poniewaz: v,=&, v,=y, v.=8 1 u.=dy, =1y U:=72, Wicec
dostajemy ze wzoru (16):

E= gt (Y —Yo)w— (2 —2g)wy, Y==Yo+ (2—2p)wx— (1 —2s)w,,
(17) o
&= o+ (& —g)wy — (Y —Yo) s

Jezgli ruch punktu O i predkosé katowa o dane sa przy po-
mocy funkeyj:

a;',:f(t), Yo=(l)y, 2o=w(l); my==a(t), wy=f(t), w,=yp(t),

to (17) jest ukladem réwnail rézniczkowych, w ktérym funkejami
niewiadomymi 8§ funkcje x=F(f), y==>() i 2=Y(t), okreslajace
ruch punktu A. Z roéownan (17) mozemy wyznaczyé funkeje
F, ®, ¥, jezeli znamy polozenie poczatkowe punktu A4, predkodé
chwilowa katowa o i ruch punktu O.

A wiec: ruch ciata sztywnego jest wyznaczony przez nastepujace dane:
a) poloZenie poczgthkowe ciala,

b) ruch jednego jego punkiu,
¢) predkosé chwilowq katowq obrotu o w kasdej chwili.
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§ 8. Toczenie i Slizganie. Niech krzywa plaska ¢, poru-
szajaca sie W swej plaszezyZnie I1, bedzie styezna w kazdej chwili
do pewnej krzywej nieruchomej ', lezacej w I1.

Jezeli ruch chwilowy krzywej € jest obrotem chwilowym okolo
punktu stycznosci 0, to jej ruch chwilowy nazywamy toczeniem
sie krzywej ¢ po (.

Wiynika stad, ze przy toczeniu punkt styeznodei ma predkosé
zero. Punkt stycznodei jest §rodkiem obrotu chwilowego.

Jezeli ruch chwilowy krzywej ' jest ruchem postepowym, to
jej ruch chwilowy nazywany Slizganiem sie krzywej ¢ po (.

Predkodé ruchu postgpowego przy Slizganiu réwna jest pred-
kodei punktu stycznogei.

W przypadku ogélnym ruch chwilowy krzywej ¢ mozemy
uwazad za ztozenie dwéch ruchow: jednego obrotowego okoto punktu
stycznosci 0, drugiego za$ postepowego z predkoseia punktu stycz-
noei.

A wieer ruch chwilowy jest ztoieniem toczenia i $lizgania.

Mozna udowodnié, ze podezas toczenia sie}rzywej ¢ po krzy-
wej (" punkty stycznodci tworza na obu krzywyeh luki réwnej
dtugosei (fuki 00’ i AB na rysunku). Gdy np. kolo toczy sie po
prostej I, to odlegtodé punktow stycznodei
po calkowitym obrocie réwna sie obwo-
dowi kota. '

Toezenie 1 §lizganie powierzchni po
powierzehni okredlamy analogicznie.

Niech mianowicie powierzchnia X' porusza sie w ten sposob,
ze stale jest styczng do pewnej powierzchni nieruchomej X'

Jezeli punkt stycznosei ma predkodé zero, powiadamy, ze
ruch chwilowy powierzchni X jest toczemiem po powierzehni 3.

Przy toczeniu ruch chwilowy jest obrotem okoto osi, przecho-
dzace] przez punkt stycznosei. W szezegdlnosei, jezeli powierzchnie
2'i 27 sg powierzchniami walcowymi lub stozkowymi, stykajacymi sie
wzdtuz tworzgeych, woéwezas przy toezeniu osig obrotu chwilowego
Jest tworzaca, wzdluz ktérej powierzchnie sie stykaja.

Jezeli ruch chwilowy powierzehni X jest ruchem postepowym,
powiadamy, ze ruch chwilowy powierzchni X jest slizganiem po
powierzchni X',

22%
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Linia drodkéw chwilowych. Niech figura A porusza sie
po plaszezyinie II. We/smy pod uwage w kazdej chwili na plasz-
czy7nie IT §rodek obrotu chwilowego. Srodki te utworza na I/ pewng
linie ', zwana linig stalq $rodkéw chwilowych.

Wesmy teraz pod uwage na figurze A’ w kazdej chwili punkt,
ktory w danej chwili schodzi sie ze $rodkiem obrotu chwilowego.
Punkty te utworzg na figurze K pewng lini¢ ¢, poruszajgca si¢ wraz
z figurg. Linie te nazywamy Uliniq ruchomq Srodkéw chwilowych.

Na ogél linie §rodkéw chwilowych: ruchoma ¢ 1 stala (7 sg
styczne do siebie w kazdej chwili i w chwili tej punkt ich styczno-
dci jest srodkiem obrotu chwilowego. Linia ruchoma porusza si¢
zatem wraz z figura K w taki sposdéb, ze jej ruch chwilowy jest
w kazdej chwili obrotem okoto jej punktu stycznodei z linig statg €.

A wiec: w ruchu plaskim linta ruchoma $rodkéw chwilowych
toczy sie po linii stalej $rodkéw chwilowych.

Stozek osi chwilowyeh. Niech ciato I obraca sie okoto
punktu 0. Wesmy pod uwage w przestrzeni o§ obrotu chwilowego
w kazdej chwili. Osie ¢ utworza pewnag powierzchnie stozkowg 27
o wierzchotku O; nazywamy ja stoikiem stalym osi chwilowych.

Wezmy nastepnic pod uwage w ciele K w kazdej chwili te
prosta, ktora w danej chwili schodzi sie z osig obrotu chwilowego.
Powierzchnie X, jaka utworza te proste, nazywamy stoskiem rucho-
mym 08t chwilowych.

Powierzchnia X porusza si¢ wraz z cialem i jest na ogoél
styezna do 27,

A wiec: pray obrocie ciala okoto punktu powierzchnia ruchomae
osi chwilowych toczy sie po powierzehni state] osi chwilowych.

Powierzchnia osi §rodkowych. Niech ciato A wykonywa
w przestrzeni ruch dowolny. Wezmy pod uwage w przestrzeni o$
skretu, t.j. of frodkows w kazdej chwili. Osie te tworza pewng
powierzchnie X', zwang powierzehniq stalq osi $rodkowych.

Wezmy takze pod uwage w ciele K w kazdej chwili prostsg,
ktora w danej chwili schodzi si¢ z osig frodkows.. Powierzchnie 2|
utworzong przez te osic w ciele, nazywamy powierzehnia ruchomaq

o8t srodkowyeh.

Na ogél powierzchnia ruchoma osi srodkowych styka sie z po-
wierzehnig stalyg w kazdej chwili wzdtuz osi §rodkowej. Ruch chwi-
lowy powierzchni ruchomej jest skretem okoto osi stycznosei.
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Przyktad 1. Kolo K o promieniu 7 toczy sie po prostej [,
przyezem drodek kola O porusza sie ruchem jednostajnym z pred-
koscig #. Poniewaz punkt stycznosci 8 jest §rodkiem obrotu chwi-
lowego, wiec oznaczajac przez o predkosé chwilowa katowa, mamy
u=vro (gdzie v=|7ul) czvli

(n =17

Punkt A lezgcy na $rednicy SO ma predkosé rowng co do
wielkodei 2ro=2u; punkt 4 ma wiec predkosé 2u.

Kola wagonu kolejowego maja brzegi wystajace od strony wewnetrznej
szyn, by zapobiec wykolejeniu sie wagonu. Najnizszy wiec punkt kola wagonu
kolejowego (na rysunku punkt B) znajduje sie ponizej punktu stycznosei 8.
Jego predkosé chwilowa ma zatem zwrot przeciwny niz predkosé pociagu
(t.j. $rodka kota O) i wynosi SB-w=-u-SB/r.

Jezeli np. pociag porusza sie z predkosciag 50 km/godz, to istnieja na
kolach pociagu w kazdej chwili ])unkty majace predkosci chwilowe 100 km/godz
(na rysunku punkt 1), a nawet takie, ktére bhiegny w przeciwnym kierunku
niz pociag (np. punkt B).

Wezmy pod uwage na kole A koto K’ o Srodku O i promieniu
0('=y'. Kolo pozostaje stale stycznym do prostej I’||l. Poniewaz
punkt (' nie jest Srodkiem obrotu chwilowego, wiec kolo to nie
toczy sie po !. Ruch kola K’ jest zlozeniem toczenia i $lizgania
po prostej I'. Toczenie odbywa sie z predkodeia katowa o, za$ §liz-
ganie ma predkosé punktu €, t.j. SC-m.

Poniewaz cate kolo K o promieniu » toczy sie po I, wiec od-
cinek 88’, utworzony przez punkty stycznoseci przy pelnym obrocie
kota, rowna sie obwodowi kola, t.j. 2zr. Odpowiedni odeinek CC’
dla kola K wynosi rowniez 2xr. Nie jest on réwny obwodowi 2’
kota K’, poniewaz ruch kota K po prostej I’ nie jest toczeniem, lecz
zlozeniem toczenia i Slizgania wzdluz tej prostej.

Przyktad 2, Xolo (/) o promieniu r toczy sie po kole sta-
Iym (C’) o promieniu 2r. Koto () znajduje si¢ wewnatrz kola (C')
(p. str. 342, rys. 1). Wyznaezyé tory punktow kota (0).
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Niech 4 bedzie dowolnym punktem na obwodzie kota (C).
Poniewaz punkt stycznodci § obu két jest $rodkiem obrotu chwi-
lowego, wiec predko§é v punktu 4 jest prostopadla do SA. Kie-
runek predkosei punktu A przechodzi zatem przez punkt 0, lezgcy
na kole (C) i na §rednicy przechodzacej prrez §S. Poniewaz SO =2r,
wiee O jest §rodkiem kola (C). Predkosé punktu A jest zatem stale
skierowana ku punktowi nieruchomemu 0. Punkt 4 porusza sie
wige po prostej OA. Punkty polozone na okregu kola (()) poru%zdm]a_,
sie zatem po drednicach kola (C).

Niech teraz P bedzie dowolnym punktem wewnatrz kota (0).
Przeprowadimy przez P dowolng cieciwe AB. Punkty 4 i B po-
ruszajg si¢ po prostych 1 i I, przechodzacych przez 0. Ponicwaz
odcinek AB nie zmienia swej dingogei, wiec na moey znanego twier-
dzenia z geometrii analitycznej punkt P zakredli elipse.

Przyktad 3. Stozek obrotowy toczy sie po plaszezyznie I
(rys. 2). Ruch chwﬂowy stozka jest wiec obrotem chwilowym okoto
tworzgeej, wzdinz ktorej styka sie on z plaszezyzng I7.

Wierzcholek W stozka lezy zawsze na osi obrotu chwilowego,
ma zatem stale predkosé zero, czyli pozostaje w spoczynku.

Oznaczmy przez o kgt miedzy tworzacymi a wysokoscia &
stozka, przez O frodek podstawy stozka, a przez 0’ rzut O na plasz-
czyzne II. Poniewaz 0’0 =hsina=const., wiec punkt O porusza sie
po plaszezyznie réwnoleglej do I1.

Odleglodé punktu O od prostej I, prostopaditej do IT w pun-
keie W, wynosi MO = WO’_h,(‘Obawconst Wynika stad, ze punkt O
krazy po kole o §rodku M, w plaszezyznie prostopadlej do I, a wiec
obraca sie okolo prostej .

Niech w bedzie predkoscig katowa toczenia sie stozka, a o’
predkogdcia katowa §rodka O przy obrocie okoto osi . Niech wreszcie v
bedzie predkodcia punktu 0. Mamy zatem [8=0'0-0 i |[§|=M0 ',
skad 0'=w-0'0/MO=w-0'0/W0O', a wice

v

() w'=w tga.
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Przylklad 4. Kula toczy sie w rynnie utworzonej przez dwie
plaszezyzny (rys. 3).

Poniewaz punkty stycznosci A i B maja prqdk(;éé zero, wiec
osig obrotu chwilowego jest prosta AB.

Oznaczmy przez 7 promien kuli, przez o kat miedzy plasz-
czyznami rynny, przez o predkosé katows toczenia, wreszeie przez v
predkogé grodka kuli O.

Odleglosé frodka kuli od osi obrotu jest oM ~r81n5 Kladac
v=|7, ()trzymu]omy zatem

.
(3) ‘ D=rosin -

&

Przy Jhlml 3. Odcinek AB o dlugoseci d porusza sie w ten
sposdb, ze kofice jego pozostajg stale na prostych [ i m, prostopa-
ditych do siebie i przecinajacych sie w punkecie M.

Srodek obrotu chwilowego 0 otrzyma-
my, prowadzac prostopadte do lim wpunk-
tach A i B. Poniewaz M0O:=AB=d, wigc
grodki obrotu chwilowego tworza kolo '
o §rodku M i promieniu d. Kolo ¢’ jest
wiec linig staty §rodkéw chwilowych. Po-
niewaz w kazdym polozeniu odcinka AB
kat AOB réwna sie x/2, wiec linia ru-
choma $rodkoéw chwilowych bedzie kotem €
o drednicy AB (por. przykiad 2).

§ 9. Skladanie ruchéw ciala. Dwa obroty rownocze-
sne. Niech ruch chwilowy ciala K wzgledem ciala K, (t.j. wagle-
dem ukladu wspolrzednych, zwigzanego sztywnie z ciatlem K,) be-
dzie obrotem okoto osi 1, z predkodcia katowa w,, za§ ruch chwilowy
ciala K, wzgledem ciala K’ obrotem okolo osi ly z predkogeia kg-
towa w,. MOWimy wowezas, ze ciato K wykonywa wzgledem ciata K
dwa obroty chwilowe réwnoczesne okolo osi ) il z predkogciami
katowymi o, 1 w,.

Ruch chwilowy ciala K wzgledem ciala K’ nazywamy ruchem
wypadkowym tych dwdch obrotéw chwilowyeh; moéwimy takze, ze
jest on réwnowasny ukladows obu obrotéw.

Przyjmijmy w ciele K, uktad wspolrzednyech (&, 7,0), zad w ciele
K’ uklad wspolrzednych (,y,2) (rys. str. 344). Niech 4 bedazie do-
wolnym punktem ciala K. Predko$é v punktu 4 wzgledem ukiadu
(z,9,2) jest sumg jego predkofci wzglednej w wzgledem ukladu
(&, m,%) oraz predkodei unoszenia %:
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(1) B= -+ u.

Pontewaz ruch chwilowy ciala K wzgledem ukladu (&,7,0) jest
obrotem okolo osi I, z predkodcig katowa w,, wiec (str. 325h)
(2) w=Mom, Z’l'

Predko$¢ unoszenia #
punktu 4 otrzymamy, za-

kladajac, ze punkt 4 jest
/ zwigzany sztywnie z ukla-
i dem (&, 9,{). Uklad (¢,9,0)

obraca si¢ okoto osi I,
z predkodeia katowa w,,

wiec
(3) , #=Mom, w,.
Z (1), (2) i (3) otrzymujemy
(4) T==Mom 4 w, -+ Mont 4 w,.

Jak wida¢ z tego wzoru, ruch chwilowy ciala K wzgledem K’
wyznaczony jest przez predkosci katowe ®, i w, Nie potrzeba
przy tym podawac, ktéra z nich jest predkodeiag obrotu ciata K
wzgledem K, a ktéra predkodeiag obrotu ciala K, wzgledem K'.

Przypusémy, ze osie I, i I, przecinajg si¢ w punkcie 0. Weimy
pod nwage wektor m=m,+ w, 0o poezatku 0. Mamy (str. 17)

(5) Mom 4 o=Mom s o, + Mon , ws,
skad na mocy (4)

(6) 7= Mom, o.

Ruch chwilowy ciala K wzgledem A’ jest zatem obrotem
chwilowym okolo osi, przechodzacej przez punkt O, z predkoseig
katowa réwng sumie predkosei katowych o, i @, obrotéw skla-
dowych. :

A wiee: uklad dwéch obrotéw chwilowych réwnoczesnych okolo
sty przecinajqcych sig w punkeie O, jest réwnowasny obrotows okolo
ost, preechodzqcej przez O, z predkosciq katowq réwnaq sumie predkosei
katowych obrotow sktadowych.
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Przypudémy teraz, zc osie I, 1 I, sa rownolegle, przyczem
o+ w, 0. Wektory o, i w, maja woéwezas wektor wypadkowy
w=w,+ w,, dla ktérego zachodzg rdéwnosci (5) i (6).

A wiee: uktad dwoch obrotow chwilowych rownoczesnych okoto
o8t réwnoleglych, o predkosciach katowych majgeych sume réing od
zera, jest réwnowainy obrotowi okolo osi réwnoleglej do poprzednich;
polozenie tej osi i predkosé kgtowa obrotu naokolo niej wyznaczona
jest przez wypadkowa predkosci kaqtowyeh obrotow skladowych.

Przypudémy wreszcie, ze osie I, i I, sa rdwnolegle, ale o+ w,=0,
t. zn. zZe zZwroty obrotdw sa przeciwne, a wartosci bezwzgledne pred-
kosci katowych sa réwne. W tym przypadku wektory o, i w, tworzg
pare. Poniewaz moment pary jest wektorem stalym, wiec na mocy (4)
wszystkie punkty ciata K maja jedng i te sama predkosé, réowng
momentowi pary m,, @,. Ruch chwilowy ciala K wzgledem ciala K’
jest zatem ruchem postepowym.

A wiec: uklad dwich obrotow chwilowyeh réwnoczesnyech okoto
osi réwnolegbych o predkosciach kaqtowych réwnych co do wielkosei,
lecz majaeych zwroty przeciwne, jest réwnowasny ruchowi chwilowemu
postepowema.

Przejdzmy teraz do przypadku ogoélnego. Niech O bedzie
dowolnym punktem ciata K. Uklad wektorow o, w, jest na mocy
twierdzenia o redukeji (str. 24) rownowazny ukladowi, zlozonemu
z wektora w=wm+w, 0 poczatku 0 i pary o',—o’ o momencie
réownym momentowi ukladu w;, w, wzgledem . Dla kazdego pun-
ktu A ciata K mamy wiec Momy w, -+ Momy w,=Mom, o+ u, gdzie
% jest momentem pary o', —o’. Na mocy (4) jest tedy

(7) r=Momy o } .

Zatem ruch chwilowy ciata K wzgledem /7 jest zlozeniem
ruchu postepowego o predkosei @ punktu O i obrotowego o predkosei
katowej w okolo osi przechodzgcej przez 0.

A wiec: uktad dwdeh obrotow chwilowych rownoczesnych réwno-
wasny jest zlozeniu ruchu obrotowego okolo osi przechodzqceej praez
dowolny punkt O ciala i ruchu postepowego o predkosei punkiu O;
wektor predkosci katowej ruchu wypadkowego rowny jest sumie wekto-
réw predkosci katowych obrotéw skladowych.
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Sktadanie kilku obrotdéow rownoczesnych. Otrzymane
wyniki mozna uogdélnié na kilka obrotéw rownoczesnych. Ruch:
wypadkowy okreslamy podobnie jak dla dwéech obrotow.

Powiemy wiec np., ze ciato. A wykonywa obroty rownoczesne
okoto osi I, I, 11, z predkoSciami w,, w, 1 @, wzgledem pewnego ciata K,
jezeli ciato K obraca sie okolo osi I, z predkoscia katowsg w; wzgle-.
dem pewnego ciata I, to za$ ciato obraca sie okolo osi I, z predkoscia
katowa @, wrgledem pewnego ciala K, a to ostatnie obraca sig
okolo osi I; z predkodcig katowa w,; wzgledem eiala K.

Podobnie ruch chwilowy ciata K wzgledem K’ nazywamy
ruchem wypadkowym obrotéow chwilowyeh okoto osi Iy, b, l; z pred-
ko§ciami katowymi @, gy 5.

Niech cialo K wykonywa kilka obrotow réwnoczesnych z pred-
kodciami kgtowymi o, @,,.... Podobnie jak w przypadku dwoéch

obrotow, dowodzi si¢, ze predkosé ¥ dowolnego punktu A ciata K
wrzgledem ciala statego K’ wynosi

(8) v=Mom, w;+ Mom4 vy ...

Predkosé 7 punktu A4 jest momentem ogdlnym ukladn wekto-
row predkosci katowych wi, wgy...:

9) D=Mom 4 (w, Wy, ...).

Jezeli wiee dla dwu ukladéw obrotéw rédwnoczesnych uktady
predkodei katowych

By Day e 1 DYy Dy

sg rownowazne (str. 22), to ruchy wypadkowe tych obrotow sg
te same.
Pozwala nam to interpretowad twierdzenia rozdziatu 1 o ukia-
dach wektoréow jako twierdzenia o ukladach obrotéw réwnoczesnych.
Twierdzeniu o redukeji ukladow wektorow (str. 26) mozemy
wiec nadadé brzmienie nastepujace:

Uklad Tilku obrotéw réwnoczesnych o predkosciach  katowych
Dy, Dyy ... jest zlodeniem ruchu postegpowego o predkosei dowolnego pun-
ktu O ciata i ruchu obrotowego o predkosel katowe] w=wy+ w,—+ ...
okolo osi przechodzqeej przez O.

Twierdzenia 1-4, podane na str. 26, przybiorg w teji inter-
pretacji postac:
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Uklad obrotéw réwnoczesnych z predkosciami katowymi oy, wy, ...
okoto osi przechodzqeych przez jeden punkt O jest réwnowainy jed-
nemu obrotowi z predkoSciq katowq ©=w;+ w;-+... okolo osi prze-
chodzqeej przez 0.

2. Uklad obrotow réwnoczesnych z predkosciami oy, w,,... okolo
osi rownolegtych (okolo osi lesqeych w jednej plaszezyinie IT) jest
réwnowasny ruchowi obrotowemu okoto osi réwnoleglej (okolo osi leza-
cej w plaszezyénie I1), gdy o+ wy+...50, zas ruchowi postepowemu,
gy ot w4 ... =

/\7

my$l okreslenia parametru ukladu wektoréw (str. 21), pa-
rametr uktadu predkosci kutowych @y, s, ... wyraza sie iloczynem
skalarowym K= (w;-}- wy+-...} - Momu{w,, w,,...), gdzie A jest do-
wolnym punktem ciata. Oznaczajgc przez o sume predkosei kato-
wyech, mamy na moey (9)

(10) K=w-7,

gdzie v jest predkodcig wypadkows punktu A.

Z twierdzenia 4, str. 20, wynika, ze iloczyn skalarowy -9
ma wartosé stata. W szezegdlnosei dla =0 uklad obrotéw réwno-
czesnych jest rownowazny jednemu obrotowi lub ruchowi poste-
powemu (por. tabelke na str. 28).

Jak wiemy, kazdy ruch ciala jest zlozeniem ruchu postepo-
wego o predkodei # dowolnego punktu O ciata i ruchu obrotowego
o predkosei katowej o (str. 334). Ruch chwilowy mozemy wiec przed-
stawié jako zlozenie obrotu @ z para o',—o’ 0 momencie rownym .

Przypusémy, ze ruch ciala przedstawiliémy w inny sposéb jako
ztozenie ruchu obrotowego w, i pary obrotéow wi,—wi. Poniewaz
uklady o, o, —o’' 1 o, o, —o; sa réwnowasine, gdyz przedsta-
wiaja ten sam rozklad predkodei w ciele, wiec sumy ich sa réowne,
ozyli w=w,. Otrzymujemy wiec i na tej drodze twierdzenie (udowod-
nione na str. 334), wedtug kitérego przy wszelkich przedstawieniach
ruchu chwilowego osie obrotu chwilowego sg rownolegh) i predkosei
chwilowe katowe sa rdowne.

Zauwazmy przytem, ze parametr ukladu o, ', —o’ wynosi
K=w-Momg(w',—w')=w-%. Jezeli wiec w-u=0, to ruch chwilowy
jest obrotem chwilowym.

W szezegolnosel, jezeli w | 7, a wige jeseli 0§ chwilowego obrotu
jest prostopadta do prediosei ruchu postepowego, to ruch chwilowy jest
réwnowazny obrotowl chwilowemu.
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Na str. 27 udowodniliSmy, ze kazdy uklad wektoréw jest
rownowazny skretnikowi. Z okredlenia skretnika wynika, ze ruch
chwilowy ciata sztywnego jest skretem. Otrzymaliémy zatem nowy
dowdd twierdzenia podanego na str. 336.

Ruch wzgledny eciala. Niech dane bedg ruchy chwilowe
dwu cial K; i K, wzgledem stalego ukladu wspétrzednych (x,vy,2).
Wyznaczymy ruch chwilowy ciata K, wzgledem K, t.j. wzgledem
ukladu ruchomego wspdlrzednyeh (&,4,L), zwiazanego sztywnie
%z cialem K.

Oznaczmy przez o, wektor predkosci chwilowej katowej eiata K.
Ruch zas postepowy przedstawmy jako =zlozenie pary obrotéow
o predkoseiach kagtowych i, —w;. Podobnie przedstawimy ruch
chwilowy ciata K,, jako zlozenie obrotu w, z parg obrotow w;, —w;.

Predkosei bezwzgledna 7, i unoszenia 7, dowolnego punktu 4
ciata K, wynoszg:

= — —7 — —  — —
v, = Mom g (w2, w2, ~—wz), Pu= Mom 4 (w1, Wy, — 1).
Poniewaz v,,=0,—7, ((I), str. 58), wiec
- — " — = —t — — =
(11) U= MoOmy (w2, W3, — 02, — W1, — w1, W1).

Ruch chwilowy ciala K, wzgledemn eciala K, jest zlozeniem
szesciu obrotéw rownoczesnych. Na moey twierdzenia o redukeji
{str. 24) odnosny uklad wektordéw jest rownowazny jednemu wek-
torowi o i parze o', —w’. Wektor o jest predkesciag chwilowyg ka-
towg ruchu wzglednego, za§ moment pary o', —o' roéwny jest pred-
kosei ruchu chwilowego postepowego,

A wiee: ruch chwilowy wegledny ciala K, wzgledem ciata K,
otrzymamy, dodajac do uktadu predkosci katowych, okreslajqeych ruch
chwilowy ciala K,, uklad predkosei katowych ze zwrotami przeciwonymi,
okreslajacyeh ruch chwilowy ciala K.

Twierdzenie to wyslawiamy zwykle krécej, mowige, ze ruch
ciala K, wzgledem ciala K, otrzymujemy, skladajgc ruch
chwilowy ciala K, z ruchem chwilowym ciala K; o zwrocie
przeciwnym.

Przyklad 1. Szescian wykonywa dwa rownoezesne skrety
okolo dwdch krawedzi wichrowatych. Niechaj w, o, i %, w, 0zna-
czaja predkodei chwilowe katowe ruchu postepowego i obrotowego
" tych skretow. Zajmiemy sie wyznaczeniem skretu wypadkowego.
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Obierzmy uklad wspédlrzednych w ten
; sposdb, by jedna z krawedzi (okolo kto-
rvch odbywaja sie skrety) lezala na osi @,
druga za$§ na plaszezyznie yz i byla do
osi ¥ rownolegla.
Ruchy postepowe zastapi¢ mozemy
parami obrotéw i, —w{ i w)—m; 0 Mo-
_________ 1% mentach %, i %,. Ruch chwilowy wypad-

s kowy jest zatem réwnowazny zlozeniu
szedein obrotéw réwnoczesnych:
(12) 01y —®1, O, 03, — Wiy V2.
Suma ukladu (12) rowna jest o= w, 4+ w,, zatem:
(13) W= W1, Wy= W3, w,=0,

gidzie w, 1 w, 0znaczaja odpowiednio rzuty wektorow wy i w, na of & i y.

Aby obliczy¢ moment obrotéw (12) wzgledem poezatku O uktadu,
zauwazmy, ze momenty par of,—oj i @3 —o; Wynoszg odpowied-
nio @, i %, Moment o, jest zerem, gdyz o, lezy na osi x. Moment o,
jest prostopadly do plaszezyzny yz i rzut jego na of & wynosi awm,,
gdzie a jest dlugodcia krawedzi szecianu. Oznaczajac wiee przez u
moment obrotéw (12) wzgledem O, otrzymamy:

(14) U= U| + A3, Uy== U2, u,=0,

gdzie 4, oznacza rzut i, na of x, zad u, rzut @, na of y. Riéwna-
nia (14) przedstawiajg oczywiscie rzuty predkosei pocezgtku uktadu.
Ruch chwilowy jest wige zlozeniem ruchu postepowego z pred-
kogeig @ i ruchu obrotowego z predkodeia @ okolo osi przechodzace]
“przez 0. ‘
Predkosé dowolnego punktu A(x,y,2) wynosi wedlug wzoru (1),
str. 335, 1=u-+0Ax», skad na mocy (13) i (14)

(1h) V== U1+ AWy —2wW>, Vy== Uz -+ Ry, V= Lwr—Ywi.

Aby wyznaczyé of $rodkows skretu, musimy znalezé punkt 4
taki, by jego predko$¢ miata kierunek wektora o, t.zn. by v=io
przy odpowiedniej wartodei liczbowej spolezynnika 2. Muszg wiec byd
spelnione réwnania v.=Awy, v,=Aw; 1 v,==0 czyli Vefor=2,/w; 1 v.=0,
Wobec (15) dostajemy stad nastepujace vownania osi §rodkowej:

(16) (4 +awe— 2m,) [ 0, = (Uy + 20y} [ 3, Lwy—Ywy=10.
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Predkosé ruchu postepowego skretu réwna sie predkosci dowol-
nego punktu osi srodkowej, np. punktu A(0,0,2); warto$é z obli-
czamy z pierwszego z rownail (16), a nastepnie predkosé punktu A
ze wzoréow (15). Dostaniemy:

= kwy, Vy = Ky, =0,

gdzie k=[{u,+aw,)o +u,w,] /(0! + o) = G- o

Przyllad 2. Precesja regularna. Jezeli cialo porusza sie
w ten sposob, ze ruch chwilowy jest w kazdej chwili ztozeniem dwéch
obrotéw réwnoczesnych okolo dwéch przecinajacych sie osi, z kto-
rych pierwsza @ jest nieruchoma w przestrzeni, druga za$ m ma stale
polozenie w ciele, przyczem predkodei katowe @, i @ tych obrotow
sg state co do wielkodei, to ruch ciala Nazywamy precesjg regularng.

Poniewaz z zalozenia osie 1 i m sie prze-
cinaja, wiec ruch chwilowy ciala jest obrotem
z predkoscia katowa w=w,+ o, okolo osi P
przechodzacej przez punkt przeciecia osi I i m.
Zauwazmy, ze ruch chwilowy osi m jest
obrotem chwilowym okoto osi I z predkoseig
kgtows w; (obrét bowiem osi m okolo siebie
samej nie wchodzi w rachube). Zatem of m
obraca si¢ okolo osi 1 ze staly predkosciag
katowa ;. Punkt przeciecia O obu osi jest wiece nieruchomy
i kat miedzy osiami 7 i m jest staly. Wynika stad, ze wektor o,
a wigc 1 0§ p obrotu chwilowego, tworzy stale katy z osiami [ i m.

O8 p zakrveSla w przestrzeni stozek obrotowy 2. Slad osi P
w ciele jest réwniez stozkiem obrotowym 3. ‘

0

A wiec: stodki osi obrotéw chwilowych, staly i ruchomy, sa stos-
kami obrotowymi o osiach 1 i m.

0% ziemi nie zachowuje statego kierunkun w przestrzeni, lecz opisuje stozek
obrotowy okolo prostej prostopadiej do ekliptyki i przechodzacej przez irodek
ziemi. Czas obrotu osi ziemskiej trwa okolo 26.000 lat, za$ kot miedzy osig ziem-
ska a osia prostopadla do ekliptyki wynosi 231/,9.

Przyjmijmy §rodek ziemi za poczatek uktadu wspélrzednych, poruszaja-
cego sie ruchem postepowym, i nadajmy osi 2 kierunek prostopadly do ekliptyki.
Osie w i y beda wowezas lezaly w ekliptyce. Wzgledem tego ukladu wspétrze-
dnych ziemia wykonywa ruch precesyjny regularny. Osia stala w przestrzeni
jest o0& z, osia staly w ciele jest o0& ziemska.



[§ 10] Przedstawienie analityczue ruchu ciata sztywnego. 351

Przyllad 3. Dwakola K, i K,, lezace w plaszezyznie I, obra-
caja sie okoto swoich §rodkéw z predkosciami katowymi w; i w,. Wy-
znaczy¢ ruch chwilowy wzgledny kola K, wzgledem kota I(; (vys. 1).

Niech @, i w, oznaczaja wektory predkodei katowych, prosto-
padtych oczywidcie do II (rys. 2). Ruch chwilowy kota K, wzgle-
dem K, jest zlozeniem dwdch obrotow réwnoczesnych w, i —w;.

Jezeli w,—w, =0, to ruch chwilowy wzgledny kola I, jest ru-
chem postepowym z predkoseia @, r6wng momentowi pary (w,, —m,).
Oznaczajac przed d odleglo$é §rodkow, mamy |u|=dmn,;=dw, Pred-
ko$¢ 7 jest prostopadia do prostej 0,0,, laczacej $rodki kol K, i K,.

Jezeli zad w,— w,==0, to wektory w, i —m, maja wypadkows
w=w,—w; 0 poczatku A, ktory lezy na prostej 0,0, w punkcie,
wzgledem ktorego moment ukladu w,, —w, jest zerem. Ruch chwi-
lowy wzgledny kola K, jest wiec obrotem chwilowym okoto pun-
ktu A z predkoscia katows .

Jesli o, i @, maja zwroly
przeciwne (jak na rys. 2), to
0ZNACZAJAC PTZEZ Wy, Wy 1 ©
wartofei bezwzgledne pred-
kodei katowyceh, otrzymamy:

W= w1+ w,,

0,4 = 0,0, waf(w;+ wy). 1.

§10. Przedstawienie analityczne ruchuciala sztywnego.
Predkod§é chwilowa kagtowa. Przypusémy, Ze badamy ruch
ciala sztywnego wzgledem ukladu wspolrzednyech (z,y,2). Obierzmy
uklad wspolrzednyeh (&,7,L) o poezatku M, zwigzany sztywhnie
z cialem. Potozenie ciata wzgledem uktadu (x,y,z) bedzie wyzna-
czone, jezeli podamy polozenie ukladu (&, 4,0), t.zn. wspélrzedne
TyyYoy2e Punktu M 1 kaby ay,as,as 1,820 1 vi,veys jakie osie
£, n,¢ tworzg z osiami x,,z.

Niech A bedzie dowolnym punktem ciata. Oznaczmy jego
wspotrzedne wzgledem ukladu ruchomego przez &,7,{, zas wzgle-
dem stalego przez x,v,z.

Zmajac wspolrzedne £,#%,¢ i pologenie ukladu ruchomego, mo-
Zemy wyznaczyé wspolrzedne x,y,2z przy pomocy wzordéw (11), str. 54.
Jezeli cosa;, cosf; i cosy; oznaczyé przez a;, b i ¢;, (gdzie i=1,2,3),
to wzory te przyjma postaé:

(1) =g+ 0+ ayn-agl, Y=Yo+b1&+byn+bsl,
» g=2y+ ey &4 eant-e3L.
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Niech v bedzie predkoscia punktu 4 wzgledem uktadu (x,y,2).
Poniewaz z zalozenia uklad (&,7,() jest z cialem zwigzany sztywnie,
wige wspolrzedne &,7,0 punktu A sy stale (niezalezne od czasu).
Rozniczkujge (1) (i pamietajac o tym, ze ag,a,,..,¢; sa funkcjami
czasu t), otrzymamy:

(2) Op== ==y i §+ dyn+ dg ?’!1=y=y.0+615’%‘6277+6357
Vo= G==3g+ &, &+ Gy 65
7 geometrii analitycznej wiadomo, ze:
(3) df+a§+(ﬁ;:1, b?+b§+b§:], (1?«}—03%—0::],
(4) oy bbyteea=0, ayaztbibyt-ere5==0, a3+ bybsyt coe3—0.
Rézniczkujac rownania (3) i (4), otrzymamy:

() gl aglytagdy=0,  byby+-byby+byby=0, 01614 0oy + 0363 = 0,

Mo+ b0y~ 0165 =—dqtty— b by —C1Cy,
(6) Wty + 0, bg+ €163 == —dya5— by by —Cq 64,
ol +-babg—t- Coly==—d sty —-bybg—Cy0s.

Niech w oznacza wektor, ktorego rzuty na osie ukiadu (&,n,0)
wyrazajga sie wzorami:

(1) wr=ayly+bybg+ols, @, == gy -+ byb; a6y, ©:=aydy—+ byby—- 6,
Utworzmy rzuty oso,,v: predkodei # na osie &9,{; dosta-
niemy  v:= a0+ bv,+e1v,, skad przez podstawienie wartogei
Dy Uy, U, Z€ WZOTOW (2):
0:7= (@ Ty + bygiy+ €13g) = (@dy -+ byby -+ 6,6,) -+
+ (“10"’2‘{; biby+ e1lo) Nt (aydy-+ bibs+- ¢, é5)C.
Wspélezynnik przy & jest réwny zeru na moey (5). Wspdlezyn-

niki przy # i £ 83 na moey (6) i (7) rowne ddpowiednio w: i —ao,.
Zatem :

(8) V= (&g + byl 4 0130) + oz — ., L.

Dla rzutéow predkosci # punktu M na osie wx,y,2z dostaniemy
Uy==Tgy Uy==Yy, Uz=2y, a dla rzutéw tej predkosci na osie &, n,{

U= @i+ by -+ 1= a1+ b1o+ €10 i t.d.
Na mocy wiee (3) otrzymamy na vg {i podobnie na »,,v;) wzory:

(9) vr=usto:np—o,l, V. =u,+ w:l—o:§, Vo=t 0, & —o:.
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Ze wzoréw (9) wynika, ze predkosé 7 jest sumg dwoch pred-
kodci: —u-+w, z ktorych pierwsza jest predkoscig punktu M,
a druga ma rzuty na osie &,7,{:

(10) wi=w;n—awyl, Wy=wl—owg, wr=owf—wa.

Poréwnujac te wzory ze wzorami (V), str.46, widzimy, ze
% jest to predkosé, jaka miatby punkt A, gdyby ciato obracalo si¢
z predkoseia katowa o okolo osi przechodzacej przez M. Wynika
stad, ze wektor w, okredlony wzorami (7), jest wektorem predkosci
chwilowej katowej.

Uwaga. Wzory (7) ulegaja uproszczeniu, jezeli zalozyé, ze
w danej chwili ¢ uktady wspélrzednych (x,y,2) 1 (&2,0) schodzg sie.
Przy tym zalozeniu mamy a,=f,=y3=0, pozostate za§ katy s:
réwne /2. Zatem a,=b,=—=e¢;=1, a pozostale cosinusy sa zerami.
Na mocy (7) i (6) jest wowezas:

ws=—06y  w,=—dg, ~©;=—b.

. . . . 4 . . . .
Poniewaz c,=C087y,, Wiee ¢y==—(8Iy,y)ys=""2 zatem m:=7y,.
Postepujac podobnie, otrzymamy:

We= W=y,  Wy=0y=03, O5=0:=[.

A wiee: jeteli osie ukladu ruchomego wspdtrzgdnych  schodza
sie w chwili 1 z osiami ukladu stalego, to rzuty wektora predkosct
chwzlowey katowej na osic ukladu ruchomego sq pochodnymi  kaqtéw

Xz, Xlr i KEy.

0% §rodkowa. Aby otrzymaé¢ of srodkowa, nalezy wyzna-
czyé punkty, ktorych predkogei maja kierunek wektora . Jezeli
wiec punkt A(&,7,¢) leay na osi srodkowej, to jego predkogé réwna
sie 7=Aw, gdzie 1 jest pewna liczbg stala. Przez podstawienie w row-
nania (9), otrzymamy stad réwnania osi grodkowej:

Awg=u:+ wrnp—wyl, Awy=ty+ 0l — o5&,

(12)
Awz=wuz+ w, & —we,
skad
(13) Ut wgn—wyl Uyt ol o ug wy§—wsh

¢ Wy Wz
Aby otrzymaé predkos§é v ruchu chwilowego postepowego pray
skrecie, pomnozmy obie strony réwnan (12) odpowiednio przez
g, wy, 0. Dodajae je, otrzymamy
(14) A4 w‘fjﬁ— o) =u.w.+u, 0+t 0. =u o
2 > < El i i b -

S. Banach. Mechanika. 23
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Poniewaz v=Aw, wiec kladgc w:]%[:'/m, dostaniemy
na mocy (14) v—;—."—i—;g"a, skad
(15) 9| =% 0| .

Jezeli % |w, to % -w=0, skad na mocy (15) 5=0.

A wigc: jedeli predkosé ruchu chwilowego postepowego jest prosto-
padla do osi chwilowej obrotu, to ruch chwilowy jest obrotem chwilo-
wym okolo ost $rodkowe;.

Ruch plaski. Przypu$émy, ze badamy ruch figury w plasz-
czyznie I1. Obierzmy uktad wspdlrzednych staly (x,y) oraz ruchomy
(&,m) o poczatku M, zwiazany sztywnie z figurg. Oznaczmy przez
Zy Yo Wspolrzedne punktu M, za§ przez ¢ kat miedzy osiami & a x.
Niechaj wreszcie A bedzie dowolnym punktem figury o wspol-
rz¢dnych z,y wigledem ukladu stalego, za$§ & »n wzgledem ukltadu
ruchomego. Zwigzki miedzy tymi wspolrzednymi podaja wzory (11),
str. Hi:

(L6) b=y ECOsp—nsing, Y=Y, +Esing—+ neosg.

Niech v bedzie predkoseiag punktu .A. Poniewaz punkt A jest

zwigzany sztywnie z ukladem ruchomym, wiec & i »n sa stale. Roz-

niczkujac (16), otrzymamy

(LT) oe=d=ud,—(&sing+ncos@)g, o,= =g+ (£cosp—nsing)g.
Porownujge (17) ze wzorami (16) i kiadae

(18) W=,

dostaniemy:

(19) V== 2y = (Y — o), Oy== 1Yo+ (L—Lp)o.

A wiee: predkosé © jest sumaq dwoch predkosei: T=a+w, ¢ ktd-
rych pierwsza jest predkoseiq punkin M, druga za$ ma rzuty na osie
uktadu statego:

(20) Wy==——(Y —Yq) 0, Wy = (—y) 0.

Widzimy stad, ze @ jest to predko$é jaka mialby punkt A,
gdyby figura obracala sie okolo punktu M(z,y,) 7z predkodcia kg-
towg o (przyczem zwrot dodatni obrotu jest zgodny ze zwrotem
dodatnim kata). Zatem w-—=¢ jest predkodeia chwilowy katows.
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Aby otrzymaé $rodek obrotu chwilowego, nalezy wyznaczyé
punkt o predkogei 7=10. Oznaczajac wspolrzedne grodka obrotu ¢hwi-
lowego przez T i ¥, otrzymamy z (4):

0= dy—(F— o) 0y 0= 194+ (Z-— 2y),
skad

(21) T=ao—lolw,  Y=Yo+ol®.

Katy Eulera. Wygodnym jest w niektorych rozwazaniach
okreglié polozenie ciala przy pomocy t.zw. katow Kulera.

Niech ciato obraca sie okolo punktu O. Obierzmy dwa uklady
wspolrzednych o wspdlnym poezatku O: staly (»,y,2) 1 ruchomy
(&,m,8), zwigzany sztywnie z cialem. Polozenie ukladu ruchomego
wyznaczymy, jak nastepuje.

Niech w oznacza linig przecigeia
plaszezyzn xy i &y, Lini¢ te nazywamy
liniq weatdw. ‘

Linia w jest prostopadia do osizi¢.
Nadajmy linii w taki zwrot, by uklad
osi (£,z,w) byl lewostronny, t.j. zgodny
z przyjetymi zwrotami ukladow (x,y,2)
1 (&, 0).

Oznaczmy przez ¢ kat, o jaki nalezy obrécié of z okolo osi w
w kierunku dodatnim (t. j. od reki prawej ku lewej), aby kierunek
dodatni osi z pokryl kierunek dodatni osi {. Podobnie, przez ¢
oznaczymy kat, o jaki nalezy obrécié o§ w okolo osi { w kierunku
dodatnim, aby kierunek dodatni osi w pokryl kierunek dodatni
osi &. Wreszcle przez y ozna,‘cz:ymy kat, o jaki nalezy obrdcié¢ of «
okolo osi z w kierunku dodatnim, aby kierunki dodatnie osi @ 1 w
pokryly si¢ z sobg.

Katy 9,¢,p nazywamy katami Eulera.

Katy te wyznaczaja polozenie osi &, n,0, z wyjgtkiem przy-
padku, gdy #==0 lub #-=m, wiéwezas bowiem polozenie osi w,
a wiee 1 katy ¢,w, sa nieokreslone.

Jezeli zad 9=£0 1 947, to kat v okredla polozenie osi w w plasz-
czyznie xy. Zmajae juz polozenie osi w, otraymujemy polozenie osi g,
obracajgc 0§ z o kat 9 (w kierunku dodatnim) okoto osi w. Wreszcie,
0§ & otrzymamy, obracajac 0§ w okolo osi ¢ w kierunku dodatnim
o kat ¢.

23%
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Katy Eulera zmieniaja si¢ w nastepujgeych granicach:
0 <P <, 0L 2m, 0<lp<2xm.

Ruch chwilowy uktadu (&,%,) jest obrotem okoto pewnej osi.
Niech @ bedzie wektorem jego predkoscei chwilowej katowej. Roz-
l6zmy o na trzy sktadowe 0., 0,, i 6: w kierunku osi z, w i ¢. Zatem

(21) =0, + 0,y + 0:.

Oznaczmy przez o., o, i oz wspélrzedne odpowiednich wektorow
wzgledem osi 2z, w i {. Zauwazmy, ze jezeli uklad (&, 4,() obraca
sie okolo osi 2, to katy ¥ i ¢ nie zmieniajgy sie, zas kat p jest kgtem
obrotu. Zatem przy obrocie okolo osi z predkosé¢ chwilowa katowa
uktadu (&,7,{) ma wielko$é 3. Poniewaz o, jest wektorem predko-
$ci katowej przy obrocie okolo osi z, wiee

(22) 0.=y i podobnie o,=49, o0:=¢.

Pochodne zatem ¢,9,¢ okredlaja wektor chwilowej predkodcei
katowej o, jezeli znamy polozenie ukladu (&,#,2), t. j. katy », 9 i ¢.

Wyprowadzimy teraz wzory na rzuty wektora o na osie
uktadu (&, 9,2).

Obierzmy na osiach 2z i w wektory jednostkowe k i 7. Zatem
0.2= 0k 1 Bp==0,F, wiec wedlug (22):

(23) 0, =pk, Op="V7T.

Rzut wektora k na o & wynosi cosd. Wektor k tworzy z plasz-
czyznyg &n kat w=/2—49, wiee rzut k na plaszezyzne &7 ma dlugodd
sind i jest prostopadly do w (poniewaz of z jest prostopadia do w).
Rzut b tworzy z osiami & i 5 katy a/2-—-¢ | 7—¢, wieec:

(24) ks=sindsin g, k)= —sind cos ¢, ky==cosd.

Rzuty wektora 7 na osie & i » wynoszg cos¢g i sing, za$ rzut

na 08 £ jest zerem. Zatem:

(25) ri==COS @, rp=sing, ro== (0,

5o

Rzuty wektora 6, na osie &, 5 i { wynosza na mocy (23) i (24):
psindsing, “-psindcosg i pcosd, zad rzuty wektora Ow N2 08ie & 1L
83 na mocy (23)1 (25) rowne odpowiednio 17(0b(p, 1981n(p i 0; wresz-
cie rzuty wektora 6. na osie & i & wynoszy oczywiscie (), 01 g.
Stad dostajemy na mocy (21):

(1) wz=dcong-fypsindsing, o, ==9sing—ypsindcosg, wz=ypcosd+g¢.
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Wyznaczajac z (I) 9, § i ¢, otraymujemy:

(11) 9= wsc08 @+ w,sin @, P = (weSin @ —wy, co8 @) fsind,

@ = 0z~ (weSing — w, cos ) cot J.
Znajac w kazdej chwili rzuty ws o, i w; predkosei katowej
na osie £, 5 i ¢ ukladu ruchomego, mozemy wiec wyznaczyé 9, ¢ i p
jako funkeje czasu, rozwigzujace uklad réwnan rézniczkowych (II).
Postepujac podobnie, otrzymujemy wzory nastepujace na rzuty
predkogei katowe] w na osie x,y,2 ukladu stalego:

(1) =) sinﬁsin.w«k/ﬁ.('osw, wy=qQ sin19cosw——1§sinzp,
w,=p -+ cosd,
: . . weSiny 4 wy oSy
(1) ¥ = 0, CO8Y-—m,siny, = Sin g 4 )

P = w,— (wySiny+ w,cosy)cotd.

Katy Eulera w precesji regularnej. Zalézmy, ze podezas
ruchu ciata jest stale:

(26) #=0, p = const, ¢ = const.

Ruch chwilowy ciata jest wiee w kazdej chwili zlozeniem
dwdbch obrotéw réwnoczesnych okolo osi 2 1 { z predkogeiami ka-
towymi ¢ i ¢ o statej wielkogei. O§ z ma stale potozenie w przesfrzeni,
0§ ¢ zad jest zwigzana sztywnie z ciatem. W tych rarunkach ruch
ciala jest precesja regularna (por. str. 350).

§11. Rozklad przySpieszen. Ruch plaski. Jezeli figura
plaska obraca si¢ okolo punktu stalego M z predkodcia katowsy
zmienng m, wowezas kazdy punkt figury krazy po okregu kola. Przy-
$pieszenie p dowolnego punktu A figury jest wiec sumg przys$pieszenia
normalnego p,, skierowanego ku M, oraz przyépieszenia stycznego
P,y prostopadlego do M A. Przyspieszenia normalne i styczne okreslone
sa wzorami (I) i (IT), str. 45:

(1) Pn=Tw%  Pi=TE
gdzie r=MA, za§ e=w jest przy$pieszeniem katowym.

Niech a oznacza kat, jaki przyspie-
szenie p punktu A tworzy z prosta MA.
Wowezas
(2) tga=ps/pn= &/

Widzimy stad, ze a jest jednakowe
dla wszystkich punktow.
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A wiee: w ruchu obrotowym figury okoto punktu statego przyspie-
szenia punktéw figury sq proporcjonalne do ich odleglosci od $rodka
obrotu © tworzq katy réwne z prostq taczqeq te punkty ze srodkiem obrotu.

Zatdézmy teraz, ze figura porusza si¢ w plaszezyZnie zupelnie
dowolnie (rys. 1). Przyjmijmy dowolny punkt M figury za poczatek
; ukladu wspdlrzednyeh (&,75),
poruszajgeego sie ruchem po-
stepowym. Przyépieszenie P
dowolnego punktu A figury
bedzie sumg przys$pieszen :
wzglednego P, 1 unoszenia
Pu- Przys$pleszenie unoszenia
rowna. sie przyspieszeniu p,
punktu M. Ruch wzgledny
figury jest obrotem okoto M
z predkodciag katowa zmienna . Mozemy wiec przyspieszenie
wzgledne 7, rozlozyé na sume przyé§pieszenn (wzglednych): nor-
malnego p,,, i styeznego py,,. Zatem

DO

1. 2.

(3) : P="Dy+ Pw=py+ Dw, + Vi,

A wiec: w ruchu plaskim przyspieszenia punktow figury sq sumami
prayspieszenia dowolnego punktu M figury i przyspieszei, jakie miatyby
te punkty przy obrocie figury okolo punktu M (jako punktu stalego)
z predkoseiq katowq (obrotu chwilowego figury) o i 2z prays$pieszeniem
katowym e=o.

Jezeli w0 lub e3=0, to przydpieszenie wzgledne p, tworzy
z prosta MA kat a okref§lony wzorem (2) i kat ten jest staly dla
wszystkich punktow figury.

Przeprowadzmy w tym przypadku przez punkt M prosta I,
tworzacy kat o z kierunkiem przy$pieszenia p, punktu M (rys. 2).
Przydpieszenia wzgledne punktéw polozonych na prostej I beda
mialy kierunek przy{pieszenia p,. Poniewaz przy§pieszenia wzgledne
83 proporcjonalne do odleglosci od M, wiec na prostej ! znajdziemy
punkt O, ktérego przyspieszenie wzgledne bedzie réwne —p,. Przy-
§pieszenie punktu O bedzie wiec zerem.

Punkt O nazywamy srodkiem chwilowym przy$pieszed.
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Jezeli za§ w=0 i s=0, to przy$pieszenia wszystkich punktow
figury sa réwne (mianowicie, réwne przy§pieszeniu punktu M).

A wiec: jeseli prazy$pieszenia punktow w ruchu plaskim figury
nie sq réwne, to istnieje punkt, kidrego przyspieszenie jest réwne zeru.

Przy$pieszenia punktéow sa zatem takie, jak gdyby figura
obracata sie okolo §rodka chwilowego przyspieszen (jako punktu
stalego) z predkodeia katows o i z przyépieszeniem katowym e=a,

Przyspieszenia punktow figury sa proporcjonalne do odleglogci
od $rodka chwilowego przyspieszen i tworzg katy réwne z prostymi,
lgezacymi te punkty ze frodkiem chwilowym przyspieszeri.

Ruch w przestrzeni. Jezeli cialo obraca si¢ okolo punktu
statego O 7 predkoseia chwilowa katows o, wowczas predkosé do-
wolnego punktu 4 ciala wynosi

(4) V=7 Xw,

L = , . . @y G R
gdzie 7=0A. Tworzac pochodng i oznaczajace J /
przez p przyspieszenie punktu A, otrzymamy _I,'__ / 4

_ . - = [ W,
p=rXw+¥Xao. {7
! Sh
. . . . . ] 4
Poniewaz () jest z zalozenia punktem I/
. 2 — /
stalym, wiec 7=1; zatem 0

(5) P=TBX0+TX0.

Jezeli ciato obraca sie okolo osi stalej z predkoscig katowy
stalag o, to E'):(), skad na mocy (5) p=0vxw. Z drugiej strony,
kazdy punkt ma wowezas przyspieszenie dosrodkowe olol?, gdzie ¢
oznacza odleglo§é tego punktu od osi obrotu. Iloczyn vXw jest wige
przy$pieszeniem, z jakim poruszatyby si¢ punkty ciala, gdyby cialo
obracato sie okolo osi stalej z predkoscia katows staly w. Iloczyn
zad Fxw=Momum przedstawia predko§é, jaka miatby punkt 4,
gdyby cialo obracalo sie okolo osi stalej z predkoscig katowa w-
Pochodna ® ma na ogél inny kierunek niz o. Jezeli w ma kierunek
staly (t.zn. gdy o§ obrotu jest stala), to @ ma kierunek o, zatem
7xw ma kierunek predkodei 7. W tym przypadku rXw jest przy-
$pieszeniem stycznym, za§ ¥Xo przy$pieszeniem normalnym.

Zalézmy teraz, ze cialo wykonywa w przestrzeni ruch do-
wolny. Rozklad przyspieszen otrzymamy wowezas, prayjmujae do-
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wolny punkt O ciala za poczatek ukladu wspdlrzednych (&,%,0),
poruszajacego sie ruchem postepowym. Przyépieszenia punktéow beda
sumami: przyspieszenia unoszenia (t.j. przyépieszenia punktu O)
i przyspieszenia wzglednego. Ruch wzgledny bedzie obrotem okoto
punktu O. Zatem przyspieszenie wzgledne dowolnego punktu A
wyrazi sie w my$l (5) wzorem
(6) Pro= T X D+ F X W,
gdzie F:()A, za§ ¥, oznacza predkosé wrglednag punktu A.
Interpretacja iloczynéw @, xw i FXo jest podobna jak przy
obrocie ciala okolo punktu stalego. Oznaczajac przez p, przyspie-
szenie, a przez v, predkodé punktu 0, za$ przez v predkosé punktu 4,
otrzymamy v,=7%—7v, a wiec przyspieszenie punktu A wyniesie
na mocey (6)

(7) P=Po+ (5—70y) X 0+ F X 0.




