ROZDZIAL IX

ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

§1. Uklady holonomiczne skleronomiczne. W przy-
padku réwnowagi ukladu nieswobodnego punktéw materialnych lub
cial sztywnych, w ktéorym tarcie nie wystepuje, ograniczenia ru-
chow (wiezy) sg niezalezne od czasu i polegaja zazwyezaj na tym,
7e pewne tylko polozenia ukladu sg mozliwe, inne za§ wykluczone.

Przykladami sa: punkt materialny, majacy pozostawaé na nieruchomej
linii lub powierzchni, uklad dwéch punktéw materialnych, polaczonych drutem

sztywnym bez masy, ciato sztywne, majace punkt lub o$ unieruchomions, uklad
cial sztywnych, stykajacych sie z soba lub polaczonych przegubowo, i t.p.

Ograniczenia ruchu ukladu moga byé wywolane w roéiny
sposdéb: np. z pomoey cial sztywnych, podpor it.d. Okazuje sie
jednak, ze w przypadku, gdy nie ma larcia, warunki rownowagi
sil dziatajgeych unie zalezg od tego, skad pochodzy wiezy, leez tylko
od tego, jakie polozenia sg mozliwe. Ponadto, jezeli chodzi o ba-
danie réwnowagi ukladu, to wystarcza znajomogé tyech tylko zgod-
nych z wiezami polozenl, ktére sa bliskie polozenia badanego.

Zajmiemy si¢ najpierw pytaniem, w jaki sposéb mozemy przed-
stawi¢ polozenia ukladu zgodne z wiezami. Rozwazymy te sprawe
najpierw na przykiladach.

Wiezy obustronne.

Przyklad 1. Zalézmy, ze punkt materialny ma pozostawaé
na pewnej powierzehni S. Wiezy mozemy okreslié, podajac réwna-
nie tej powierzchni np. w postaci

(1) F(x,y,2)=0.
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Mozliwe beda tylko te polozenia punktu, w ktéryeh wspol-
rzedne x,%,2 spelniaja réwnanie (1). Do zbadania rownowagi punktu
w jakim§ polozeniu A(wx,y,z) wystarcza, jezeli (1) jest rOwnaniem
plata powierzehni 8, na ktérym punkt ten lezy.

Przyktad 2. Zalézmy, ze punkt materialny ma znajdowaé
sig na krzywej ¢ o réwnaniach:

() Pua,2) =0, Foly,2)=0;

wowezas wspolrzedne punktu musza spelniaé réwnania (2). Do zba-
dania réwnowagi punktu wystarezy, jezeli réwnania (2) przedsta-
wiaja tylko luk krzywej C, wewnatrz ktorego lezy punkt materialny.

Przyltad 3. Jezeli uklad zlozony z dwéeh punktow 4, i 4,
jest ukladem sztywnym (t.j. odleglo§é punktow A,4,=const.=d),
wowezas wispolrzedne o,,4,,2, 1 %¥9 %2, tych punktéw muszg spel-
niaé réwnanie
(3) (@ —9)* 4= (Y1 — Y o)+ (2, — 20 —d?= 0.

Jezell ponadto np. suma odleglosei punktéw od poezatku O

ukladu wspélrzednych jest stala i wynosi h, wéwezas wspolrzedne
punktéw muszy spelniaé oprocz réwnania (3) rownanie

2 2 2 2 2 2 —
(4) Vay £y + & -+ Vo + v - —h=o.
Przyhtad £. Jezeli uklad zlozony z n punktow:
Ay @)y As(@aYos2a)y -« oy Au(@nyYny2a)
jest ukltadem sztywnym (t.zn. ze wzajemne odleglodei jego punktow
sg stale), wowezas wspélrzedne kazdej pary punktow A, A; muszg
spelnia¢ rownanie
2 2 2 2
(5) (wi—a;) +(yi—Y) -+ (2i—2) —r=0,
gdzie ry=— A;A;. Réwnan (5) jest tyle, ile par punktow, t.j. n(n—1)/2.
W przyvkladach 1-4 wiezy daly sie przedstawié rownaniami
postaci
3 Mo s y r s .
(6) B (215 Y1521y Ty Yoy 2oy «vy By Yy Zn) =0,
gdzie F jest funkceja okreslong w pewnym obszarze zmiennych &, ..., 2,
i niezalezna od czasu ft.
Wiezy przedstawione réownaniami (6) nazywamy wiezami holo-
nomicenymi obustronmymi (lub dwustronnymi) niezaleinymi od czasu.
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Wiezy jednostronne.

Przyklad 5. Punkt ma znajdowaé sie wewnatrz lub na po-
wierzehni kuli #24-y2+22—1*=0 (jak np. punkt materialny uwig-.
zany na nici nierozeiggliwej o dlugosei » i uczepionej w poczatku
ukladn). Wgpoélrzedne punktu musza zatem spelniad nieréwnogé
(7 Py 422 —r2< 0,
wyrazajaca, ze odleglo§é punktu materialnego od poezatku ukladu
wspolrzednych jest nie wigksza od r.

Przyklad 6. Dwa punkty materialne A,,4, polaczone s3
nicig nierozciggliwg o dlugodei h, przewinieta przez poczatek O
ukladu wspélrzednych. Zatem OA,+ 0A4,<h. Wspolrzedne punktow
spelniaja wiee nier6wnogé ‘

(8) Vo ¥ i+ 2 + V£ 22— h<0.

W przykladach 5 i 6 wiezy daly sie wyrazié przez nieréwnodei
postaci
(9) D (01, Y1, 21, B2, Y 2,22y +vy Tty Yoy ) < 0.

Wiezy, okredlone nieréwnogciami ksztaltu (9), nazywamy wie-
zami holonomicanymi jednostronnymi niezaleinymi od czasw.

Uwaga. Jezeli wiezy sa podane nieréwnoseig

P01, 41,21y B2y Y2y%2y 2oy Ly Yy @) = 0,
to kladac ¥=—@, otrzymamy po zmianie znaku postaé (9).

Polozenie ukladu w ktérym zwigzek (9) przyjmuje postaé
rownosei (t.j. w ktéorym @=0), nazywamy poloieniem brzeinym.

W przyktadach 5 i 6 polozenie brzezne wystepuje wéwezas,
gdy ni¢ jest napieta.

Wiezy ukladu mogg sie skladaé réwnoczednie z wiezdéw dwu-
stronnych i jednostronnych postaci (6) i (9). Jezeli np. punkt ma-
terialny ma znajdowaé sie na goérnej pdtkuli 2+ y2422—2=0,
to wspolrzedne punktu muszg spelniaé zwiazki:

(10) Ay A—r2=0, 220 (czyli —z<00).

Uktad, ktérego wiezy daja sie przedstawié przy pomocy
zwigzkow postact (6) lub (9), nazywamy ukladem holonomicenym
skleronomicenym. O zwiazkach zag (6) i (9) méwimy, ze przedsta-
wiaja wiezy w postaci skorczonej.

W rozdziale tym bedziemy sie zajmowali wylgczuie ukladami
holonomicznymi skleronomicznymi. '
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Stopien swobody ukladu. Gdy badamy rownowage ukladu,
zakladamy na ogél, iz dla polozen bliskich potozeniun badanemu
wiezy obustronne polegaja na tym, ze wspoéirzedne punktow ukladu
muszg spetniaé¢ réwnania:

Fl(mhyl’zh L2yl 22200y .”U,,,']/,,,Z,,): 0,
(11)
Foua(@1, Y1521, 2y 2,22y -y Ty Yny2n) = 0,
co piszemy kroeej
() Fi(@yy.y2a) =10 (1=1,2,...,m).

O funkcjach F; zakladamy na ogol, ze sa ciagle i maja po-
chodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu ciggle w pewnym
otoczeniu wartogei a,...,%,, Okreslajacych dane polozenie ukladu.

Ponadto zakladamy o tych funkejach, ze s3 w tym otoczeniu
niezaleine, t.zn. ze zadna z nich nie jest funkeja pozostalych.

Zakladaé bedziemy wreszcie, ze m<_3n. Gdyby bowiem bylo
m=23n, to uklad réwnan (I) mial by na ogdél jedno tylko rozwia-
zanie, a wiec byto by mozliwe jedno tylko polozenie ukladu, gdyby
za$ bylo m>3n, to na ogél uklad réwnan (I) nie miatby zadnego
rozwigzania, poniewaz niewiadomych byloby mniej niz réwnan.

Liczbe k=23n—m nazywamy liczba stopni swobody.

Znajac k zmiennych sposréd zmiennych @y, ...,2,, mozemy obli-
ezyé 7z réwnan (I) pozostate zmienne w liczbie 3n—k=m.

Jezeli uktad jest swobodny, to m=0 czyli k=3n. W szeze-
gélnogei, punkt materialny swobodny ma wige 3 stopnie swobody.
Mozemy wowezas obraé dowolnie wszystkic trzy jego wspolrzedne.

Jezeli zas punkt ma pozostawaé na powierzchni (jak w przy-
kladzie 1), woéwezas wspolrzedne jego maja spelnia¢ jedno tylko
réwnanie (1). Zatem m—1 czyli k=3-1—1=2. Punkt, majgcy
pozostawaé na powierzchni, ma wiee dwa stopnie swobody. Wow-
czas jedna z jego wspolrzednych zaleina jest od dwoéeh pozostatych.

Jezeli wreszcie punkt ma pozostawaé na linii (jak w przykta-

~dzie 2), to wspéhrzedne jego musza spelniaé dwa réwnania (2). Zatem
k—=3.1—2=1 i punkt ma jeden tylko stopiert swobody: znajac
jedng z jego wspdlrzednych, mozermy wyznaczy¢ obie pozostale.

Uklad sztywny dwéch punktow (przyklad 3) ma stopni swo-
body 3-2—1=5. Jezeli jednak uklad ten ma spetniaé¢ oba réwnania
(3) i (4), wowezas k=3-2—2=4.
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Ogdlnie, niech uklad sztywny sklada sie z » punktéw ma-
terialnych (jak w przykladzie 4). Wspolrzedne tych punktéw musza
spetniaé n(n—1)/2 réwnan (5). Réwnania te dla >3 nie 83 jednak
od siebie niezalezne.

Zauwazmy, ze polozenie ukladu sztywnego jest wyznaczone
przez podanie trzech jego punktow (np. A, A, A,), nie lezacych na
jednej prostej (str. 315). Znajac wiec wspolrzedne @y,41,2), g Ya) s
1 4,952, punktéw A,, A,, 4, bedziemy mogli obliczy¢ wspolrzedne
punktow A4, As,..., A, Z rOWDan (H).

Migdzy wspolrzednymi punktéow Ay, A, A, zachodzg 3 réwna-
nia postaei (D), wyrazajace, ze odlegltosei A;4,, A A5 1 A,4, sa wiel-
kodciami stalymi. Z rownan tych mozemy wyznaczyé na ogot 3 nie-
wiadome wspoélrzedne, znajac 6 pozostalych. Widzimy zatem, ze
znajac pewne 6 wspoirzednyeh sposrod 3n wspéhzednyeh oy, ..., 2.,
mozemy obliczyé pozostate z réwnan (5). Zatem liezba stopni swo-
body jest k=6.

A wiec: uklad sztywny punktow posiada 6 stopni swobody.

Ilodé réwnan niezaleznych jest m=3n-—k, zatem m=3n—6.
Spoéréd n(n—1)/2 roéwnan (5) jest zatem niezaleznych tylko 3n—6.

§2.Przesuniegcia przygotowane. Punkt na powierzchni.

Zaltozmy, ze punkt materialny ma pozostawaé stale na pewnej

N ) . p 3
powierzchni 8 i znajduje sie¢ w punkeie 4 tej powierzehni.

Przesunmy punkt z polozenia A do B. Przesuniecic AB na-
zywamy mosliwym, jezeli B rowniez lezy na powierzehni S. W prze-
ciwnym razie przesuniecie A B nazywamy preesunigeicm niemodlinym.

Jezeli punktowi materialnemu, znajdujacemu sie w 4, nadamy -
predkodé 7, to predkosé te nazywamy moiliwg 1ub zgodng z wigzami,
gdy punkt moze ja posiadaé, poruszajac sie po powierzehni, W prze-
ciwnym razie predkosé ta nazywa sie niemoiliwqg lub wniezgodng
Z wiezami.

batwo zauwazyé, ze kazdy wektor styczny do powierzehni
w punkeie A przedstawia predko$é mozliwg. Na odwrot, predkodei
mozliwe sg wektorami styeznymi do powierzehni.

Wazng role odgrywaja przesuniecia proporcjonalne do pred-
kosei mozliwych, t.j. takie, ktére dadza sie przedstawié przy po-
mocy wektoréow rownyveh wektorom predkodei mozliwyeh.
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Przesuniecia proporcjonalne do predkodei mozliwych w pun-
keie A nazywamy przesunieciami przygotowanymi (lub wirtualnyms)
w tym punkeie.

Przesuniecie przygotowane ma wiee kierunek styezny do po-
wierzehni, zwrot zag i wielko§é dowolng. Na ogél przesunigcia pray-
gotowane nie sy przesuni¢ciami mozliwymi. Sg nimi jednak, gdy
powierzehnia S jest np. plaszezyzng.

Niechaj powierzehnia S ma réwnanie
(1) F(ax,y,2)=0.

Jezeli punkt materialny znajduje sie w punkeie 4 powierzchni 8,
to jego wspolrzedne w,y,z spelniaja rownanie (1). Przypusémy, ze
punkt materialny porusza sie po powierzchni 8 w §posob zupelnie
dowolny. Réwnanie (1) jest wiec spetnione stale. Rozniczkujace (1)
wzgledem c¢zasu {, otrzymamy

oF . JdF . &F.
(2) %x@yrwgz—z:&

Oznaczajac przez v predkodé punktu, mamy ve=z, v,=Y, V=%,
zatem

IR oF OF
(3) é:;’vx *‘ Z\_y’vy + ’;z ’Uz:O-

Widzimy wiee, ze predkodei mozliwie muszg spelnia¢ réwna-
nie (3). Pochodne czgstkowe, wystepujace w tym rownaniu, 83
proporcjonalne do wspdlezynnikéw kierunkowych normalnej do po-
wierzehni w punkeie 4. Rownanie (3) wyraza zatem, ze predko§é v
jest prostopadla do normalnej, t.zn. ze lezy w plaszezyinie stycznej.

Na odwrét, jezeli jakag predkodé spelnia réwnanie (3), to jest
predkogcia mozliwg.

Oznaczmy przez ds dowolne przesuniecie
punktu 4, a przez O, dy,dz rzuty tego prze-
suniecia na osie ukladu. W mys$l okreslenia
przesuniecie przygotowane jest proporcjonalne
do predkosei mozliwej 7. Przesuniecie 08 =D
bedzie zatem przesunigeiem przygotowanym.

A wiee rzuty przesuniecia przygotowanego
spelniaja na moey (3) rownanie

oF oF or

(4)
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Na odwrét, jezeli rzuty jakiego§ wektora ds spelniaja réwna-
hie (4), to ds jest przesunieciem przygotowanym.

Mozemy wieec powiedzieé, ze preesunigcie praygotowane jest to
wektor, kidrego veuty spelniaja réwnanie (4).

Przylilad 1. Punkt ma pozostawaé na kuli a2+ y2 422 —32=0.
Niech A(x,y,2) bedzie dowolnym punktem na tej kuli. Przesuniecia
przygotowane w punkcie 4 spelniaja réwnanie

2x0x+ 2y0y + 2202=0 czyli wxdx-- YOy +20z==1.
Przyjmujae np. ze 240, otrzymamy
(5) Oz = —(xdx+ ydy) /2.

Obierajac dowolnie dx i oy, zaé wartodé oz przyjmujac z (5),
dostaniemy uktad liczb dw, oy, oz, przedstawiajacych rzuty prze-
sunigcia przygotowanego w punkeie A.

Punkt na linii. Zalézmy, ze punkt materialny ma pozosta-
waé na linii nieruchomej L, okre§lonej réwnaniami:

(6) Fy(z,y,2)=0,  Fyz,y,2)=0.

5/ ds Jezell wiee punkt materialny znajduje si¢ w punk-
L cie 4, to wspélrzedne x,y,2 tego punktu spelniaja
rownunia (6). Latwo zauwazyé, ze punkt materialny
f moze posiadaé tylko takie predkogei, ktoryeh kierunki
sg styczne do linii I w punkeie 4. W my$l okredle-
nia przesuniecia przygotowane maja wiec kierunki
styezne do linii, a zwroty i dlugogei dowolne.
Jezeli punkt porusza si¢ po linii L, réwnania (6) sa spelnione
stale. Rozniczkujac je, dostaniemy:

oF, . oF, . oF,. F, . | OF,.  oF,.
-, L PN L PN L Y
0 ity it =0 Fergltit 5

Oznaczajac przez 0s przesuniecie praygotowane, a przez ow,0y,02
jego rzuty, mozemy przyja¢ w my$l okredlenia ds=7, skad

Ird

dr=wv,=3 i t.d. Na mocy wiec (7):

F, . | F,. oF,, oF,

ox - ch

OF
2oy + =202 =0.
R vy Y+ %
Na odwrot, jezeli jakie§ przesunigcie ds spelnia réwnania (8),
to jest przesunieciem przygotowanyn.
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Przyltad 2. Pankt ma pozostawadé na linii, okreslone] row-
naniami:

(9) 22yt — =0, 02 2y —2== 0,

Niech punkt A(xz,y,2) lezy na tej linii. Przesunigeie przygoto-
wane ds w punkcie A spelnia wiee rownania:

(10) 0L+ Yoy + 20z ==10, 2wdx -+ 4y oy —dz =
Jezeli x40 i y=0, to dostaniemy z (10):
dx=—(1-42)0z /2, =(1-422)0z/2y.

Obierajac wiec dowolnie 6z i wyznaczajac nastepnie ox,0y
z ostatnich réwnan, otrzymamy uklad liczb b, dy, oz, okreslajacy
przesuniecie przygotowane w A.

Jezeli za§ np. x=0, to wobec 2>=0 (co wynika z drugiego
réwnania (9)), otrzymujemy na mocy (10) dy=0 1 dz=0. W tym
przypadku przesuniecie przygotowane bedzie zatem mialo rzuty
32,0,0, gdzie dx jest liczba dowolng. A wiec: przesuniecie przygo-
towane ma kierunek osi .

Uktady holonomiczne skleronomiczne. Okreflimy teraz
przesunieeia przygotowane w przypadku ogélnym.

Niech dany bedzie uklad holonomiczny skleronomiczny =
punktéow materialnych A, Adq, ..., 4,.

Ukiad wektorow AiBy, AeBs,..., A, B, {przedstawiajacych prze-
suniecia poszezegdlnych punktéw) nazywamy krotko przesunieciem
ukladu. Przesuniecie ukladu punktoéw A4,, Ae,..., A, nazywamy moz-
liwym, jezeli polozenia koiicowe By, Ba,..., B, 83 zgodne z wiezami.
W przeciwnym razie przesuniecie ukladu nazywamy niemozliwym.

Nadajmy punktom ukladu w polozeniu A, As,..., 4, dowolne
predkosei vy, ¥y, ..., 0, Uklad tych predkodei nazywamy wukladem
predkosci modliwych, jezeli punkty mogg mieé te predkosei, poru-
szajac sie zgodnie z wiezami. W przeciwnym razie uklad predkosei
nazywamy mniemosliwym.

Przesunigeiem  przygotowanym ukladu punktéw materialnych
W pewnym jego polozeniu nazywamy takie przesuniecie, w ktérym
poszezegdlne punkty doznajg pr7osuch proporejonalnych do uktadu
predkosei mozliwych.
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Jezeli wiee 1,7y,...,0, jest ukladem predkodei mozliwych, to
przesuniecie przygotowane ukladu otrzymamy, nadajac punktom
uktadu przesuniecia:

(11) (5.5‘1:?71, (582:52, ce ey 58,,15".

Zauwazmy, ze jezeli uklad jest swobodny, to kazde przesu-
nigcie uktadu jest przesunieciem przygotowanym, gdyz kazdy uklad
predkosei jest ukladem mozliwym.

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem przesunieé przygotowanych.
Rozpatrzymy najpierw praypadek wiezOw obustronnych, a nastepnie
wiezow jednostronnyeh.

Wiezy obustronne. Zalozmy, ze wiezy okreglone sg przez
rownania:

(12) Fi(xyy ...;2,)=0 (1=1,2,...,m),

ktorym muszg czynié zado$é wspolrzedne T1,Y1,21 L2yl 2,22y «evy Lrylny@n
punktow ukladu. Nadajmy ukladowi dowolny ruch zgodny z wiezami.
Rozniczkujac réwnania (12), dostaniemy:

QI AR

40 oW

J . Js 4 )
(13) 3.7‘1%'1-,—...{—52—"‘”—0 ('Iwu,,,f.,,...,?’i’b).
Oznaczajac praez oy, v, ..., 0, predkosci punktow ukladu

otrzymamy wiee v =dy, . . ., Vu, = Zn, skad
2F;

IF; Sy
(14) o et et 5 =0 (j==1,2,...,m).

Wizelki zatem mozliwy uklad predkosei musi spelniaé¢ réw-
nania (14). Na odwrét, mozna okazaé, ze, jezeli uklad predkodei
spelnia. réwnania (14), to jest on ukladem predkosei mozliwym.

Zalézmy, 7e przesuniecie ukladu, w ktéorym kolejne punkty
doznajg przesunied (3'91,...,(3?,,, jest przesunieciem przygotowanym.
Predkosei #y,...,%, okredlone réwnaniami (11) tworza zatem uktad
mozliwy  predkodei, wobec  c¢zego spelnione 83 réwnania  (14),
Oznaczajge rzuty przesunieé¢ odpowiednio przez oy ...,02,, oOtrzy-
mamy z (14) ’

_ oF; oF; . .
(15) Sxioml+...+9‘zfa@,:0 (j==1,2,...,m)

lub, jak piszemy inaczej,

. v(OF,; i oF; .
(1) 2 (iﬁ‘" Ox; - %/’ OYi+ 5 éz,-) =0 (j=1,2,...,m).
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A wiec: kazdy uktad liczb o2y, 0z,, okrelajacy przesuniecie
przygotowane ukiadu punktéw, spetnia uklad réwnan (I). Na od-
wrot, kazdy uklad liezb Oibyy ..., 02y Spelniajacy uklad réwnan (I),
okregla przesuniecie przygotowane.

Opierajae sie na tym, mozemy podaé nastepujaca definicje
przesunied przygotowanych (réwnowazng poprzedniej):

Prezesunieciem przygotowanym uktadu, ktérego wigzy podane sq
réwnaniami (12), nazywamy kazde preesunieeie 0%, ..., 02 spelniajace
réwnanta (I).

Uklad réwnain (I) (lub (15)) jest ukladem m rownan o 3n nie-
wiadomyeh 61, ..., 0%n.

Zakladamy zazwyezaj, 7e réwnania (I) sa od siebic niezalezne.
Dzieki temu mozemy sposrod niewiadomych 0@, ... dz, obraé
dowolnie k=3n—m niewiadomych, a pozostate obliezy¢ z réwnan (I).

Jezeli uklad liczb 0w1, ..., 0% spelnia rownania (1), to uklad
liczh  — 81y eeey — 0% oczywiseie rowniez spelnia rownania (1).

Przesuniecie przygotowane ukladu punktow nazywamy odwra-
calnym, jezeli zmieniajac w nim zwroty przesunigé poszezegdlnych
punktow, otrzymamy znowu przesuniecie przygotowane ukladu.

Widzimy zatem, Ze w praypadku wiezéw obustronnych prze-
sunigcia przygotowane sq odwracalne.

" Uwaga 1. Rozniczka funkeji  Fj(@y ...y 2n) WynOsi

oF; oF; o (OF, R, oF;
dFjda—w—ldwl—%— + C;zjdz,,—z 990, d.’l)’,+ g?jl dy,—F&TdZ,)
i1
Widzimy stad, ze lewa strone rownogei (1) otrzymamy, two-
rzac formalnie rézniczke funkeji F; i piszac nastepnie 01, ..., 02n
gamiast day, ..., d2n.

Uwaga 2. Niech dana bedzie funkeja V(@ ..., %) okre-
dlona w pewnym obszarze zmiennych  #1,...,%u 1 ciggla wraz
z pochodnymi czastkowymi w tym obszarze. Obierzmy dowolny
uklad wartosei zmiennych @i,...,%x i oznaczmy Pprzez O&iy..., 02n
dowolne przyrosty tych zmiennych.

Nie oznaczamy tu przyrostow symbolami Ax,....32,, gdy# w przypadku, gdy
gmienne x,...,¢, S funkejami czasu ¢, symbolami 4z, .., Az, 0znaAcZy sie zwy-
Kkle przyrost tych zmiennych w czasie At. Symbole éx,,..., 02, stuza natomiast do
zaznaczenia, ze przyrosty sa zupelnie dowolne i nic nie maja wspélnego z przyros-
tami zmiennych niezaleznych, od ktérych zaleiq oy, ..., 7, (W danym razie od czasu ).
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Na moey twierdzenia Taylora mamy:

V(11 021y oery Zat-020) — V(@1 .ry 20) =
(16) oV v
= "951 6(171+...+ 9—2,, (3zn+ R,

gdzie reszte K mozemy napisaé w postaci

(17) R=¢([6wi] + ... + |02.]),
przyczem e zalezy od 6éxy,...,d02, i dazy do 0 wraz z 01y ...y 02,
.. - AV oV .
Polézmy 6V:§£—0~16x1+...—}-9—z"6z,, czyli
, (V. eV oy
(18) 6V:% (% am,-+g—%ay,-+a—ziaz,-)-

Na mocy (16) mamy

(19) V(@r-+6m1, <oy 20+ 020) —V (1, ...,y 20) =0V + R,

Jezeli liczba 6@ +...+02,] jest dostatecznie mala, to le| takze
jest maly lezbg, a zatem |R| jest na mocy (17) znikome w stosunku
do [0m|+...4]0z,]. W tym wiee przypadka 6V przedstawia w przy-
blizenin przyrost funkeji V. Wyrazamy to ZazZwyczaj, mowige, ze 8V
oznacza przyrost funkeji V, odpowiadajacy ,nieskonezenie maltym*
przyrostom dx;,..., 62, zmiennych m,...,2,, lub ze dla . nieskohezenie
matych™ przyrostéw mamy

(20) V(®14-0m1, ooy 20+ 024) —V (a1, ...,y 2,) = OV

Powyzszy sposob wyrazania sie nie jest zupelnie Scisty, jest
Jednak wygodny. Podajemy go, gdyz czesto uzywaja go fizyey.

Rownania (1), str. 428, okreslajace przesuniecia przygotowane,
mozemy, opierajac si¢ na (18), napisaé w postaci

(21) SF;=0 (j=1,2,...,m).

Wpotozeniu uktadu zgodnym z wiezami mamy F=0(j=1,2, ...,m).~
Na mocy wige (21) mamy dla przesunieé przygotowanych F;+40F;=0
(7=1,2,..,m). Na mocy (20) mozemy przeto powiedzieé, ze po
~hieskorniczenie malym* przesunieciu przygotowanym uklad znaj-
duje si¢ réwniez w polozeniu zgodnym z wiezami. Stad pochodzi
okreglenie przesuniecia przygotowanego jako »przesuniecia nieskon-
czenie malego, zgodnego z wiezami“. Okredlenie to (niedcisle, ale
do$¢ intuicyjne) rozumieé nalezy w wyze] podanym znaczeniu.
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Przyktad 3. Uklad zlozony z dwéch punktéw materialnych
A, A, ma zachowaé stala odleglog§é A 1A.=r. Wgpélrzedne Ly Y1y %
i1 @y Yg 2, tych punktéw spetniajg zatem réwnanie

(22) (@ =9 (4 —Y2)? 4 (2, —25)2—12=0.
Przesunigcie przygotowane uktadu jest wiec okredlone réwnaniem
(23) (y—5) (020y —0m,) + (Y1 —Ya) (B, —OYy ) + (21 —2,) (02 —02,) = 0.

Z liezb dwy, 0yyy 02y, 01y, 0y, 02, Mozemy tedy obraé pieé¢ do-
wolnie, a szosta wyznaczydé z (23).

Przyjmijmy np., ze r,=y,=2,—=0, xz_r, Ya=2,=0. Rdéwna-
nie (23) przyjmie wtedy postad

(24) — {0y —0x,) + 0- (dy, —dy,) + 0-(d2, —0z,) =

Raownanie (24) bedzie spelnione przy dowolnych warto$ciach
09y 0y, 0Y 5, 021,025, jeZeli przyjmiemy dx,—dx,. Przesunigcia przy-
gotowane punktow A4, 4, maja wiec roOwne rzuty na kierunek A A,
Wynika to latwo z twierdzenia podanego na str. 323, w mysl ktorego
rzuty predkosei punktow A,, 4, na prostg laczaey te punkty sa réwne.

Przyklad +. Cialo sztywne swobodne. Zalézmy, ze ciato
sztywne jest ukladem sztywnym punktéw materialnych (str. 194).
Nadajmy ciatu dowolny ruch postepowy o predkogei ou.
Poniewaz punkty eciala beda mialy te samg predkosé 6u, wiee
przesuniecie przygotowane ciala otrzymamy, przyjmujac, ze punkty
ciata doznaly réwnych przesunieé:
(25) 88 =0u.

Wynika stad, ze translacja ciata jest przesunigciem  przygo-
tlowanym.

N adajmy ciatu dowolny ruch obrotowy o pred- [
kosei katowej dw okolo osi, przechodzacej przez
(dowolny) punkt 0. Predkos$é dowolnego punktu A
ciala réwna sie dw=0AXdw (str.46). Przesuniecie
przygotowane ciata otrzymamy wiee, nadajae do- (
wolnemupunktowi 4 przesuniecie ds=dcw czyli

(26) 0s=0A % dw.

Wynika stad, ze przesuniecie przygotowane ciala otrzymamy,
nadajqe  punktom ciala przesuniecia proporcjonalne do predkoset,
jakie by miaty, gdyby ciato obracalo SIQ okolo dowolnej osi z dowolng
predkosciq katowaq. '
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Zauwazmy, ze w tym przypadku przesuniecie przygotowane
nie jest przesunieciem mozliwym.

Najogolniejszy ruch chwilowy ciala sztywnego jest zlozeniem
ruchu postepowego i obrotowego (str. 334).

A wige: najogdlniejsze preesuniceic przygotowane ciata jest zto-
geniem dwoch przesunieé praygotowanych, z ktérych jedno jest preesu-
nigciem réwnolegtym (translacja), w drugim zas przesuniecia punktow
sq proporcjonalne do ich predkosci przy obrocie ciata okoto osi.

Na mocy (25) i (26) najogolniejsze przesuniecie przygotowane
ciala otrzymamy, obierajac dowolnie punkt O oraz wektory ou, dw
1 nadajae kazdemu punktowi A ciala przesuniecie

(27) ds=0u—+0A Xdw.

Dotychezas zakladalismy, ze cialo sztywne jest swobodne.
Rozpatrzymy teraz kilka przypadkow ciala nieswobodnego.

Punkt unieruchomiony. Jezeli cialo sztywne ma unieru-
chomiony jeden punkt, np. punkt O, to moze si¢ tylko obracaé
okoto tego punktu. Ruch chwilowy ciala jest zatem obrotem chwi-
lowym okolo pewnej osi, przechodzacej przez O (str.332). Naj-
ogolniejsze przesunigcie przygotowane eciala otrzymamy, nadajac
punktom ciala przesuniecia okredlone wzorem (26), w ktérym dw
mozemy obraé dowolnie.

O§ unieruchomiona. Jezeli cialo sztywne ma unierucho-
miong o8, wowezas ruch ciala moze byé tylko obrotem okolo tej osi.
Zatem w przesunieciu przygotowanym ciala punkty maja przesu-
nigcia okreslone wzorem (26), gdzie O jest dowolnym punktem osi,
72§ dw jest dowolnym wektorem, majacym kierunek osi.

Ruch figury w plaszcezyznie. Ruch chwilowy figury
ptaskiej w jej plaszezyznie jest badZz ruchem postepowym, badz
ruchem obrotowym okoto g§rodka obrotu chwilowego (str. 327).

W najogoélniejszym wiec przypadkua przesuniecie przygotowane
figury plaskiej jest albo przesunieciem réwnoleglym albo przesu-
nigeiem, w ktérym przesuniecia punktow figury sa proporcjonalne
do predkosci tych punktéw w ruchu obrotowym okolo pewnego
punktu, lezgecego w plaszezyZnie figury.
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Przyklad 5, Dwa punkty materialne A, i 4,, polaczone pretem
sztywnym (bez masy) o dlugosci d, maja pozostawaé na krzywych
C,10C,, lezaeych w plaszezysnie poziomej i danych przez rownania:

(28) file,y) =0, fal,4)=0.
Miedzy wspolrzednymi punktéow A, i 4, zachodzy wiee zwigzki:
(29) e y)=0, fo#s¥y,)=0, (0y— &) (Y1 —Yo)? —d?= 0.

Rownania (29) okredlaja wiezy ukladu. Przesuniecie przygoto-
wane spelnia zatem réwnania:

Q«fl Sfl o ‘;fz . 9f2
(30) 2, Oy + By, oy, =0, 5, oy -t e dy,=0,

(0, —5) (0, —025) + (4, —¥5)(dy; —8y,) = 0.

Mozemy wiec jedng z liezb dwy,dy,,0x,,0y, obraé dowolnie, a po-
zostale otrzymad z réownan (30). Zauwazmy, ze predkosei punktow
Ay, A, 83 styezne do krzywych O, C,. Srodek O obrotu chwilowego
preta 4,4, jest zatem punktem przeeiecia sie normalnych w pun-
ktach 4, i A4, do krzywych €, i C, (por. przyklad 1, str. 329).
Poniewaz ruch chwilowy preta moze byé tylko obrotem okolo 0O,
wiec punkty 4, i 4, mogg mieé predkodei tylko takie, ktorych kie-
runki sg styezne do 0 i 0,, a wielkoei proporejonalne do 04,1 0A4,.
Przesuniecie praygotowane ukladu punktéw 4,,4, otrzymamy tedy,
nadajge tym punktom przesuniecia styczne do krzywych (¢,C,
o wielkasciach proporcjonalnych do odleglodei 04,04, i o zwro-
tach jak przy obrocie okolo O.

Wiezy jednostronne. Praypusémy, ze wirdd zwigzkdow, jakie
muszg spelniaé wspolrzedne punktow ukladu, wystepuje nier6wnosé

{(31) D(x1y oeey 2) <0,

-Zatézmy, ze w pewnym polozeniu ukladu jest @<0. Jezeli
ukltadowi nadamy w pewnej chwili ruch dowolny, zgodny z wszyst-
kimi zwigzkami procz (31), to-—jak latwo widzie¢ —w malym prze-
dziale czasu bedzie stale @< 0 (wskutek cigglodei). Ruch bedzie wiee
spelnial réwnanie (31). Wynika stad, ze w polozeniu, w ktdérym
zachodzi nierdwnosé @< 0, rownanie (31) nie stanowi zadnego ogra-
niczenia predkosei mozliwych i, co za tym idzie, przesunieé przy-
gotowanych. Przy wyznaczaniu przesunieé przygotowanych mozemy
wiee w tym przypadku nie braé¢ w ogdle w rachube nierdwnosei (31).

S. Banach. Mechanika. 28
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Zalbzmy teraz, ze uklad zajmuje polozenie brzezne, t.zn. ze
zachodzi réwno$¢ @=0. Nadajmy ukladowi w chwili ¢ dowolny
ruch zgodny z wiezami. W chwili ¢+ At (gdzie 4t>0) funkcja @
bedzie miala warto§¢ @'= @+ AP. Poniewaz @'<0, a @=0, wiee

AD< 0. Zatem lim AD/At< 0, skad
150

ao o oD

(32) U= g Bt o 40,

Predko$ei mozliwe musza wiec spelniaé¢ nieréwnogé (32). Jezeli
0w1,...,02, jest przesunieciem przygotowanym ukladu, to kladac
xl——ézvl, y &n=02y, otrzymamy uklad predkosei mozliwych. Zatem
Z1y ooy En C;]pelniajad nieréwnosé (32) skad

oD cd
(33) 9—%6w1+...+ézléz,,<().

Jezeli wige w pewnym polozeniu ukladu zwiazek (31) staje
sie réwnoseia, to przesuniecie przygotowane musi spelniaé zwigzek (33)
I na odwrot: przesuniecie spelniajace zwiazek (33) jest przesunie-
ciem przygotowanym.

Jezeli dla pewnego przesuniecia przygotowanego oy, ...,02,
w zwigzku (33) wystepuje znak <, to przesuniecie —odm,...,—02n
nie jest przesunigciem przygotowanym; dane wiee przesuniecie przy-
gotowane nie jest odwracalne (str. 429). Jezeli za§ przesuniecie .
0@y, ..., 02, jest odwracalne, to w (33) musi wystapié znak =.

Zbierajac otrzymane wyniki, mozemy wiee powiedzieé:

Jezeli wiezy ukladu okreslone sq przez swiqeks:
Fi(x1y..cs @) =10 (1=1,2,...,m),
D (X1 oey 20} <O (r=1,2,..., $),

to przesuniecie przygotowane 6xi,..., 02, w danym poloieniv uktadu
spelnia réwnania:

, o (OF, oF; .

(I E(W’é 1+ “’6 yit 5 ’aﬂ,) - (j=1,2,...,m)
i1

oraz te sposrid zwigekdw

o ”Iv o, o,

(11) 2(%60&;+€yi ,+A 62,)<0 (r=1,2,...,8),

i1

dla ktorych w tym potoieniu wkladu zachodzi réwnosé ®@,= 0.
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Przylkltad 6, Zatézmy, ze punkt materialny ma pozostawaé
wewnatrz lub na powierzchni kuli a2 y%-+22—+2=0. Wspdlrzedne
x,¥,2 tego punktu muszg zatem speliaé nierownogé

(34) 224 y? -+ 22 —r2<0,
Jdezeli punkt znajduje sie wewnatrz kuli, to zachodzi nieréwnogé
(35) TPy 22— 0

w tym poloZeniu punkt moze mieé predkosé dowolng, zatem kazda
predkodé jest predkescia mozliwa. Wynika stad, ze kazde przesu-
nigeie jest wtedy przesuniceiem przygotowanym.

Jezeli za§ punkt znajduje sie na
powierzehni kuli, to

(36) B A yR 2 —y2= ()

i predkosciami mozliwymi sg predkosei
styezne do kuli lub predkodei, majace
zwroty ku wnetrzu kuli. Przesunieciami
przygotowanymi sg wiec wtedy przesu-
niecia, ktoérych kierunki sa styczne do
kuli oraz ktorych kierunki nie sg styezne, lecz maja zwroty
ku wnetrzu kuli.

Przesunigcie przygotowane dm,dy,dz spelnia na mocy (I1) nie-
rownodé, ktorag otrzymamy rézniczkujac (34):

2x0x4- 290y -+ 2202 <0 czyli adx Yoy -+ 20220,

Przyklad 7. Punkt materialny, uwigzany na nici o dlugoéei !
uczepionej w poezatku ukladu wspélrzednych, ma pozostawaé na
powierzehni z=a24-y% Wspdlrzedne punktu spehniaja wiee zwigzki:

37 Z—a2—y2=9 L2y 22— 120,
. ) y

Jezeli ni¢ nic jest napieta, t.zn. jezeli w24 424+ 22—120, wow-
czas przesuniecia przygotowane speliaja tylko rownodé

(3%) ‘ 0z ——2xdx —2yoy =0,

Jezeli za$ nié jest napieta, to punkt zajmuje polozenie brzezne,
wiee r4 422 —01=0; w tym przypadku oprécz rownosei (38)
musi zatem zachodzié nierdownogé

28*
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(39) 20T+ Yoy +- 202 < 0.

Z (38) dostajemy
(40) O0z="2xdx + 2y dy,

skad przez podstawienie w (39)

(41) 2(14 22)0w -+ y(1 4 22)dy < 0.
Potdzmy
(42) w=ux(1-+22)0x+y(14-22)dy.

Stad jezeli y=0, to
(43) Sy =1[w—ax(1+2=)0x]/y(1-+ 22).
Dla kazdej wiec wartosei ox i kazdej wartosei w niedodatniej,

otrzymamy z (40) i (43) przesuniecie przygotowane ox, dy, dz, spel-
niajace zwigzki (38) i (39).

§3. Zasada prac przygotowanych. Praca przygotowana.
Niech uklad holonomiczny skleronomiczny bedzie zlozony z n pun-
ktow materialnych A4i,...,4,, w ktérych zaczepione sa sity Pi,...,P,.
Nadajmy ukladowi dowolne przesuniecie przygotowane 581,...,58,,.
Praca sit Pi,..., P, na tym przesunieeiu wynosi

(I 8 L= Pds1+ ...+ Pudsa= 2 P;6s..
i=A

Jezeli Oy, Sy1, 021, ..., O, OYu, 02, 83 TzZUtami wektordéw

!)—;‘1,,...,(37’8‘,,, to
(]') o6'L :2;( P’iréwi+l)'iy(syi % Pizézi).

Prace okreflong wzorami (1) i (I') nazywamy pracq przygoto-
wanq sit Py,..., P, na przesunigciu przygotowanym dsy,...,08, (maja-
cym rzuty xi,...,02,).

Uwaga. Prace przygotowana oznaczamy przez ¢'L (z kresky), gdyz sym-

bol 61, mogthy nasuwaé przypuszezenie, ze L jest funkeja, a oL wyrazeniem
okreslonym przez wzdér (18), str. 430.
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Jezeli sity Pi,..., P, maja potencjal V, wowezas na mocy (11I),
str. 214, mamy P; =2V /[dw;, P; =3V[dy; P;=0V/[d.
Z (I') dostaniemy

(v v av
(1) 6LH-21 (5-90-[6w1+9—yi6y1—|—5—z-iézi>;
skad na mocy (18), str. 430,

(I S L=4V.

Przyktad 1. Punkt ma pozostawaé na kuli a2+ y2+22—r2=0,.
Przesuniecie przygotowane okre$lone jest rownaniem '
20z -+ yoy 4 202=0.

Jezeli na punkt dziala sita P, to jej praca praygotowana wynosi

(2) 8 L=P,éx+1,0y+ P.0z.
Zatézmy, ze z==0. Zatem

(3) 0z = —(wdw - yoy)/z,

skad przez podstawienie w (2)

4) O'L=[(Pr2--P,x)0x+ (Pyz—P.y)dyl/z.
We wzorze (4) wartodcei oz, dy sa dowolne.
Jezeli

(5) Pe—Pr=0, Pyz—P.y=0,

to otrzymujemy jako prace przygotowang ¢'L=0 na kazdym prze-
sunieciu przygotowanym. Na odwrét, jezeli jest stale ¢'L=0, to
przyjmujac we wzorze (4) raz dr=1 i éy=0, a drugi raz de=0
i dy=1, otrzymamy réwnania (5), ktére wyrazaja, ze kierunek
sity P przechodzi przez poezatek ukladu wspélrzednych (czyli przez
$rodek kuli), t.j. ze sila jest normalna do powierzehni kuli.

Otrzymane wyniki mozemy sprawdzié w nastepujacy sposob.
Zauwazmy, ze przesunieciem przygotowanym w dowolnym punkeie
kuli jest kazdy wektor styczny do kuli w tym punkecie (str.424).
Praca przygotowana sity P bedzie wiee stale zerem wtedy i tylko
wtedy, gdy sita P jest prostopadia do kazdego przesunigeia przy-
gotowanego, a wiee do plaszezyzny styeznej do kuli, ezyli gdy
kierunek sily jest normalny do powierzchni kuli.
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Zasada prac przygotowanych. Niech uklad holonomiczny
skleronomiczny punktéw materialnych Ay (@1,91,2,), .oy An(Tuy Yoy 2n)
poddany bedzie dziataniu sil. Sily sprawiajace, ze uklad zachowuje
wiezy, nazywamy reakejami, a sity zaczepione w punktach ukladu
i nie bedgce reakcjami nazywamy dla odréznienia sitami deiatajq-
cymi. Gdy uklad jest w spoczynku t.j. w réwnowadze, méwimy
o sitach dziatajacych, ze si¢ rédwnowazq.

Oczywistym jest, Ze nawet gdy sily dzialajace si¢ réwnowazg,
uklad nie musi pozostawaé w spoezynku: np. punkt materialny,
na ktory nie dzialaja zadne sily, moze sie poruszaé ruchem jedno-
stajnym. .

Zalézmy, ze uklad punktéw jest w réwnowadze. Dla kazdego
punktu z osobna sily dziatajace na ten punkt znosza sie wiec
z reakcjami. Oznaczajge przez Py,...,P, sity dzialajace na poszczegolne

punkty, a przez Ry,..., R, reakcje, otrzymamy zatem:
(6) Pi+ Ri=0, PytRy=0, ..., P,+R,=0.
Wezmy pod uwage dowolne przesuniecie przygotowane (3_81,...,(%,,.

Praca sil dzialajgeych i reakeyj na tym przesunieciu wynosi
z uwagi na (6)

(1) (Pt Ry) 0s1+ oo+ (Py+ R,) 050=0
czyli
(8) (pl 5§1+~--+Pn 5§:1)+(R1 5§1+ + Rn 8;}n) — 0-

Doswiadezenie okazuje, ze jezeli nie ma tarcia, to praca reakeyj
na kazdym przesunieciu przygotowanym jest nieujemna.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé wewnatrz lub na powierzchni pewnej
kuli gladkiej, to w przypadku, gdy punkt znajduje sie na powierzehni, reakcja
jest skierowana ku $rodkowi kuli. Przesunigeie przygotowane jest albo styczne
do kuli albo ma zwrot ku wnetrzu (str.435). W pierwszym przypadku praca
reakcji jest zerem, w drugim za$ jest dodatnia.

Przy zalozeniu wiee, ze tarcie nie wystepuje, jest
(9) Rybsy+...4+ R, 08, > 0.

Na mocy (8)
(10) P1681+ ... Py 8sy=—(By 881+ ...+ By 05n),
wiec z (9) otrzymujemy

(11) P 681+ ...+ P, 8s,<0.
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Wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci (11) przedstawia w mysl
(I), str.436, prace przygotowang sil dziatajgcyeh.

A wiec: jezeli nie ma tarcia i uklad jest w réwnowadze, to
praca sil dzialajacyeh na kazdym przesunieciu przygotowanym jest
badz zerem, badZ liczba ujemna.

Jezeli przesuniecie przygotowane 0y, ..., 05, jest odwracalne
(str. 429), to —«cﬁ—sl,...,——cg,, jest réwniez przesunigeiem przygotowa-
nym. W przypadku réwnowagi zachodzi wiee (11) oraz

(12) —P16sy— ... — P, 05, <0.

7Z (11) i (12) wynika, ze
(13) plgél+'--+l—)u-6—8n:?0-

A wiec: w przypadku réwnowagi ukladu praca przygotowana
sit dzialajacych jest réwna zeru na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym odwracalnym.

W szezegélnogei, gdy wiezy sa obustronne, kazde przesuniecie
przygotowane jest odwracalne, a zatem praca przygotowana sit

dzialajacych jest wtedy zerem na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym.

Otrzymany warunek réwnowagi jest warunkiem koniecznym.
Doswiadezenie uezy, ze jest takze wystarczajgeym.

Warunek ten nosi nazwe zasady prac przygotowanych.
Mozemy ja wypowiedzieé, jak nastepuje:

Zasada prac przygotowanych. Jeieli uktad ‘n punktéw
materialnych Ai,..., A, jest holonomiczny skleronomiceny @ tarcie nic
wystepuje, to warunkiem koniecznym © wystarczajacym rownowagt
sit deiatajacych Piy...,P, jest, by na kaidym przesunieciu przygoto-
WARYM 81y ..., 02, Praca przygotowana sit dziatajacych byla zerem
lub liczbq wjemna, t.2n. Zeby zachodzil wzdr

(1) 6’L:)j(P,i\_6w,i+Piq6yi+Pizézi)<0.
= !
Jezeli wiezy sq obustronne, warunek (LI) prayjmuje postac

(III) (S'L::lé;(P,h (5{)’/‘@-{— P'Ll] éyl—[»Ph 6zl)=0.



440 ROZDZIAL 1X. Zasada prac prazygotowanych.

Zasade prac przygotowanych mozna w wielu przypadkach udo-
wodni¢. Przyjmujemy ja jako prawo stwierdzone dogwiadezalnie
we wszystkich tych przypadkach, w ktorych okreslone jest pojecie
tarcia. W przypadku ogélnym moznaby powiedzieé, ze w ukladzie
nie wystepuje tarcie, jezeli do ukladu stosuje si¢ zasada prac przy-
gotowanych.

Znaczenie zasady prac przygotowanych polega na tym, ze
podaje warunek réwnowagi sil dzialajacych bez pomocy reakeyj.

Przyhtad 2. Niech A bedzie punktem materialnym swobod-
nym. Oznaczmy przez P sume sil dzialajacych na 4. Praca przy-
gotowana jest &L= P és, gdzie s jest przesunieciem przygoto-
wanym. W przypadku réwnowagi §8'L=0 czyli

(14) Pos=0

dla kazdego przesuniecia przygotowanego. Poniewaz punkt A jest
swobodny, wiec ds jest dowolne. Wynika stad wobee (14), ze P=0.
Gdyby bowiem P=0, to przyjmujac, ze 6s ma kierunek i zwrot
sily P, mieliby§my P os—=|P|-|6s| =0 whrew (14).

SprawdziliSmy wiec zasade prac przygotowanyech w przy-
padku punktu swobodnego.

Przyklad 3. Punkt materialny 4, poddany dzialaniu sity P,
ma pozostawaé na powierzchni S. W polozeniu réwnowagi praca
przygotowana jest 8'L=Pés=0, gdzie o« jest przesunieciem przy-
gotowanym, a wiec wektorem dowolnym, lezgeym w plaszezyznie 17,
styeznej do powierzehni 8 w punkeie A (str.424). Wynika stad,
ze P II. Na odwrét, jezeli P JI, to oczywideie o' L—Pos=0,
wiee punkt A4 jest w polozeniu réownowagi.

Przyjmijmy teraz, ze punkt A ma pozostawaé po jednej stronie
powierzehni 8. Wiezy sa zatem jednostronne. Przy réwnowadze mamy
wiee 8'L=Pds<0 na kazdym przesuniccin przygotowanym. Jezeli
os lezy w plaszezyznie styeznej I1, wowezas jest przesunieciem
odwracalnym (str.429), a zatem Pds—=0. Wynika stad, ze P | IT.

Najogolniejszym przesunieciem przygotowanym jest kazdy
wektor (o poczatku 4), skierowany ku tej stronie powierzchni 8,
po ktorej lezy punkt A. Poniewaz Pé@g(), wige I’ ma zwrot w kie-
runku powierzehni § (t.zn. przyciska punkt A4 do powierzehni 8),
Na odwrét, jezeli P |LJT i P ma zwrot w kierunku powierzehni S,
wowezas, jak latwo widzieé, 6'L=P 6s<0 na kazdym przesunieciu
przygotowanym. Punkt znajduje sie zatem w polozeniu réwnowagi.
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Przyllad 4. Punkt materialny A, poddany dzialaniu sity P,
ma pozostawaé na linii ¢. W polozeniu réwnowagi praca przygoto-
wana jest ¢'L= Pés=0 na kazdym przesunieciu przygotowanym ds-
Poniewas ds jest wektorem dowolnym, stycznym do ¢ w punkcie 4,
wige P jest prostopadle do C.

Na odwr6t, jezeli P jest prostopadte do €, to oczywiscie Pés=0),
wiee punkt jest w polozeniu réwnowagi.

Przyklad 5. Na dzwignie AB dzialajg ciezary Q,,Q, uczepione
w punktach A, B oraz ciezar dzwigni ), zaczepiony w $rodku S
jej masy. Sily dzialajace leza w jednej plaszezyZnie pionowej, prosto-
padlej do osi obrotu w punkeie 0, przyvezem OS | AB. Wyznaczyé
w polozenin rownowagi kat ¢, jaki O8 tworzy z pionem (por. przy-
kiad 1, str. 278).

Oznaezmy przez 0s,, 5;;2, 05 przesu-
nigcia przygotowane punktéw zaczepienia
A, B, 8. Dzwignia moze sie jedynie obracaé
okoto swojej osi. Predkosei mozliwe—a co
za tym idzie — przesunigeia przygoto-
wane punktow 4, B, S sa prostopadle do
04,0B, 08. Oznaczajac przez do dowolna
predkogé katows, mamy zatem:

(15) 108, =0A46w, |ds,|=0Bdw, |0s=086w.

W polozeniu rownowagi praca przygotowana jest zerem czyl
Q1 08,4+ @, 05,+Q ds=0. Obliczajae iloczyny skalarowe i oznaczajac
wartosei bezwzgledne sit przez @,,Q,,0, otrzymamy na moey (15)
(Q-OAcosgp+Q-08sing—@Q, OBcosp)dw=0, skad po podzieleniu
przez dw

(16) tgg=(Q, OB—Q,-04)/Q-08.

Wzor (16) otrzymalismy poprzedmo na innej drodze (por.
wzor (6), str. 279).

Przylktad 6, Na rowni pochylej, nachylonej pod katem a do
poziomu, znajduje sie punkt cigzki 4, ktory pozostaje w réwno-
wadze pod wplywem sily P, majacej kmrungk poziomy. Wyznaczyé
site P przy zalozeniu, ze nie ma tarcia.
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Oznaczmy przez @ ciezar ciala, a przez
ds dowolne przesuniecie przygotowane.
Praca przygotowana jest 6'L=Qds+ P-ds.
Aby zachodzila réownowaga, musi byé
na kazdym przesunieciu przygotowanym
VL0 ezyli

(17) Q 05+ P os<0.

Wezmy najpierw pod uwage przesuniecie przygotowane b5’
majgce kierunek réwni pochylej. Przy tym zalozeniu ds’ jest prze-
sunigciem odwracalnym, zatem (17) przyjmie postaé réwnodei

(18) Qos'+Pos'=0.

Niechaj /I bedzie plaszezyzna pionowa, przechodzgea przez A
prostopadle do réwni i niech ds’ |_IT. Zatem Qds’ =0, skgd na mocy (2)
P.os'=0 czyli P és’. A wiec P leiy w plaszezysnie IT.

- Przyjmijmy teraz, ze és’ lezy na réwni i w plaszezyznie 11
(p. rysunek); nadajac przesunieciu ds’ zwrot ku dolowi i kladac
Q=|Q|, P=|P|, otraymamy z (18)

(19) Qos'|sina -+ P|ds’| cos a== 0.

Znak + zalezy od zwrotu sity P. Z réwnodei (19) wynika, ze
nalezy obraé znak —. A wiee sita P musi przyciskaé punkt do réwni.
Przy znaku — otrzymamy z (19)

(20) P=Qtga.

WyznaczyliSmy wige kierunek, zwrot i wielko$é sity P pray
zalozeniu réwnowagi. Z (20) latwo wynika, ze suma Q-+ P jest
prostopadla do réwni.

Aby wykazaé, ze réwnowaga rzeczywifcie zajdzie, nalezy
stwierdzié, ze warunek (17) zachodzi dla kazdego przesuniecia przy-
gotowanego. Aby to udowodnié, roztézmy dowolne przesuniecie
przygotowane ds na dwa przesuniecia: ds"’ prostopadie do réwni
i 08’ lezgce na réwni. Praca sit P i Q na przesunieciu s’ jest zerem,
gdyz P+-Q | | 88’ Przesuniecie ds’’ i suma P+-Q maja ten sam kierunek,
lecz zwroty przeciwne, wige praca sit P i Q na ds”’ jest ujemna.
Wynika stad, ze praca sit P i @ na przesunieciu &s jest ujemna.
Zwigzek (17) zachodzi wige dla kazdego przesuniecia przygotowa-

nego. Zatem sily @ i P réwnowazg sie.
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Przyklad 7. Cialo sztywne. Opierajac si¢ na zasadzie
prac przygotowanych, wyprowadzimy teraz warunki réwnowagi
sil dzialajacych na cialo sztywne.

Cialo swobodne. Niech na cialo sztywne swobodne dzialaja
sity Pi,..., P, o poczatkach Aj,...,A,. Nadajmy ciatu dowolne prze-
suniecia przygotowane i 0znaczmy przez 6_.91, very 081 przesuniecia punk-
téw Ai, ..., A,. Praca przygotowana wynosi zatem na moey (I), str. 436,

(21) &' L= P10s1+ ...+ P o8,

W przykladzie 4, str. 431, zajmowali§my si¢ przesunigciami
przygotowanymi ciata sztywnego.

Niech przesunieciem przygotowanym ciata bedzie translacja
(str.431); punkty doznaja wiec rownych przesunieé ou. Na mocy (21)
mamy &L= P1d+...+P,du=(Prt...+P,)ou. Kladae P= Pyt -Ppy
otrzymamy

(22) 8'L= Péu.

Niech O bedzie dowolnym punktem ciala, a I osiag przechodzgca
przez O. Nadajmy cialu przesuniecie przygotowane, w ktorym
punkty doznaja przesunieé proporcjonalnych do predkosei przy
obrocie ciala okolo osi 1 #z predkodcia katowsa dw. Na mocy (26),
str. 431, otrzymamy

5§,-:(f4,~><57u (i:1727""n)’

sk@d na moey (21) 6’L:1_31(()711><6‘<;)+...+P,.(()71.,,><55). Poniewaz
a(bxc)==e(@xb) (wzor (II), str.12), wiec

&' L=8w( P> OA1)+ ...-0w( P, x OA,).

Lecz P,x OA;=MomoP, i t.d. Zatem
(23) 8'L—=8w(Momo Py+- ...+ Momo P,)=dw- 1,
gdzie M jest momentem ogélnym sit wzgledem O.

Oznaczmy przez dw wspolrzedng dw wzgledem osi I, a przez ¢
kat, jaki M tworzy z osia I. Wowezas dw- M =0w|M|cosp. Poniewaz
moment sit dzialajacych wagledem osi I wynosi M,=|M|cos ¢, wiec
na mocy (23)

{24) 8'L=Mdw.
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Najogdlniejsze przesuniecie przygotowane ciala sztywnego jest
zlozeniem przesunied, okreslonych przez wzory (25) i (26), str. 431.
Zatem na najogdlniejszym przesunieciu przygotowanym jest
(25) 8L=P-ou+Mdw,

gdzie P oznaeza sume wszystkich sil dziatajacych, M, moment
wzgledem dowolnej osi I, du dowolny wektor, a dw dowolng liczbe.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia warunkéw rownowagi.
Zatozmy, ze uklad sit dzialajacych jest w rownowadze. Zatem praca
przygotowana 'L jest zerem na kazdym przesunieciu przygotowa-
nym. Nadajac cialu dowolne przesuniecie 67, mamy na mocy (22)
Pou=0, skad wynika, ze

(26) P=0,

gdyby bowiem bylo P=0, to obierajac ou w kierunku P, mieliby$my
Pou=0.

Obierzmy teraz dowolnie punkt O i o$ I przechodzaca przez O.
Dia kazdego dw jest na moey (24) M;00=0, wicc M,;=0. Poniewaz
[ jest osig dowolng, przechodzgea przez O, wiee moment ogdlny
wzgledem O jest

(27) M=0.

Udowodnilismy w ten sposéb, ze réownosei (26) i (27) sg
warunkami koniecznymi réownowagi sil dzialajacych. Wykazemy
teraz, ze 83 one rowniez warunkami wystarczajgeymi.

Jezeli bowiem zachodzg réwnodei (26) i (27), to praca pray-
gotowana, podana w najogolniejszym przypadku wzorem (25), jest
vezywiseie zerem,

Otrzymalismy  tedy warunki réwnowagi eciala  sztywnego
swobodnego, wyprowadzone na innej drodze na str. 248.

Rozpatrzymy z kolei kilka przypadkow réwnowagi ciala
nieswobodnego.

Jiato majgee punkt staly. Niech cialo ma punkt O unieru-
chomiony. Ruch chwilowy ciala moze wice byé tylko obrotem okoto
osi przechodzacej przez 0. Zatem praca przygotowana wyraza sie.
wzorem (24).

Jezeli sily dzialajace rownowaza sie, wowezas 6'L=0, skad na
mocy (24) jest M;0w=0. Poniewaz dw jest dowolne, wiec M,;=0,
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gdzie | jest osia dowolnag, przechodzaca przez O. Wynika stad, ze
moment ogélny wzgledem O sil dzialajacych na cialo jest M=0.

Na odwrét, jezeli M-—=0, wowezas M;=0 wiagledem kazdej
osi | przechodzacej przez O. Na mocy wiee (24) jest stale ¢'L=0.

A wiee: uklad sit dzialajacyeh na eiato, majgee jeden punkt
O unieruchomiony, jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy
moment ogélny sil wzgledem O jest zerem.

Warunek powyzszy otrzymali§my poprzednio inmym sposobem
(str. 274).

Ciato plasko prowadzone (str. 276). Niechaj I/ bedzie
plaszezyzng kierownieza ciala plasko prowadzonego. Ruch chwilowy
ciala jest albo ruchem postepowym z predkoseia réwnolegly do I/,
albo ruchem obrotowym wkolo osi I prostopadle] do f1. Praea przy-
gotowana wyraza si¢ zatem wzorem (22), gdzie &ZHH, albo wzo-
rem (24), gdzie 1! //. W przypadku réwnowagi otrzymamy zatem
Pou=0 Ala dul|ll i Mdw=0 dla 1| II. Wynika stad, ze

(28) P i M=0 daa 1L

Latwo stwierdzié, ze otrzymany warunek réwnowazny jest
warunkowi, by rzuty sit na plaszezyzne kierownicza [ tworzyly
uklad rownowazny zeru. Jezeli zachodzi warunek (28), wowezas
z (22) i (24) wynika, ze praca przygotowana jest zerem. Warunek (28)
jest wiee komniecczny i wystarczajgey dla réwnowagi sit
dzialajgeych.

Jialo majgce o$ staly. Zalozmy, ze cialo ma 0§ 1 unie-
ruchomiong. W tym przypadku cialo moze sie obracaé tylko okolo
osi . Praca przygotowana wyraza sie zatem wzorem (24). Warunkiem
konieeznym i wystarezajacym réwnowagi sit dziatajacych jest wige
na moey (24) 8'L=M;0w="=0 czyli M;=0 (dw jest bowiem dowolne).

Warunek ten otrzymaliSmy poprzednio na str. 276.

Ciato majace staly o skretu. Zaléozmy, ze cialo moze
sie tylko obracaé okolo pewnej osi I oraz przesuwaé wzdluz niej,
jak np. kula nawleczona na prosty pret sztywny. Rueh chwilowy
ciata jest wiec zlozeniem ruchu postepowego o predkogei majacej
kierunek osi I i ruchu obrotowego okolo tej osi, a zatem jest skre-
tem okolo osi I. W najogélniejszym przypadku praca przygotowana
okre§lona jest wiee wzorem (25), w ktorym du ma kierunek osi
zas do jest dowolne.
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Jezeli zachodzi réwnowaga, to na mocy (25)
(29) 0" L= Péu~+ M8 = 0.

Przyjmujac du=0 i dw4=0, dostaniemy M,=0, jezeli za$
przyjmiemy dw=0, otrzymamy z (29) Péu=0. Poniewaz ou ma
kierunek osi I, wiec P_| 1.

Na odwrdt, jezeli M;=0 i P_| 1, wowezas na moey (29) jest
oczywidcic ' L=0.

A wige: warunkiem koniecznym i wystarczajocym rownowagt
ciata mogacego si¢ okoto stalej osi obracaé i wzdlué niej przesuwad
jest, by suma sit bylta prostopadta do osi i moment sit wzgledem osi
byt zerem.

Sruba. Ciato sztywne, ktére moze sie tylko tak poruszaé, ze
pewna linia §rubowa w ciele przesuwa si¢ po sobie, nazywamy $rubg.

0§ §ruby moze sie tylko przesuwaé po sobie, a zatem predkodei
punktéow osi maja kierunek osi. Wynika stad (str. 336), ze ruch
chwilowy jest skretem chwilowym okolo osi §ruby.

Oznaczajac przez @ predkosé rachu postepowego chwilowego,
przez o predkosé katowa chwilowa, a przez h skok $ruby, mamy
na moey (15), str. 338,

(30) ][] = 2.

Poniewaz i w majg kierunek osi I §ruby, wi¢e oznaczajac przez
u 1w wspolrzedne wzgledem osi I wektorow % i o, otrzymamy z (30)

{31) u=chw/2x,
gdzie e=+1, jezeli sruba jest lewoskretna, za§ e=—1, jezeli jest
prawoskretna.

Praca przygotowana wyraza si¢ wzorem (25), w ktorym odw
jest dowolne, a du ma kierunek osi I §ruby, przyezem na moey (31)

(32) ou=ehdw /2,

gdzie ou jest wspolrzedny Su wzgledem osi [. o
Oznaczajac przez P; rzut P na of 1, mamy Pou=Pdu.
Na mocy wiec (25) 1 (32)

(33) 8L = (P2 + M )dow.
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7 zasady prac przygotowanych wynika na moey (33), ze
warunkiem koniecanym i wystarczajacym réwnowags sit dziatajacych
na $rube jest to, by sity spelnialy réwnanie

(34) M P=—c¢h|2n.

Przyktad 8, Wyznaczanie napieé w pretach krato-
wniey. Metoda kinematyczna. Na zasadzie prac przygotowa-
nych opiera sie pewna metoda wyznaczania napieé w pretach krato-
wnicy. Metode te przedstawimy najpierw na przykladzie.

Na kratownice plaska dzialajg sily
P,,...,P, zaczepione w wezlach i bedace
w rownowadze. Aby wyznaczyé napiecie
np. w precie BD, usuwamy ten pret.
Pozostaly uklad pretow bedzie nadal
w réwnowadze, jezeli w punktach B i D
przylozymy sity S i —S réwne napieciom p s
usunietego preta w tych dwu punktach. ’ ‘

Nadajmy uktadowi pretow A B,BC,CD,DA dowolne przesuniecie
przygotowane i oznaczmy przez s ...,0s, Przesuniecia punktow
A,...,D. Praca przygotowana bedzie wiec zerem czyli

P68y + Pydsyt Pydsy+ Pydsy-+ 805, —S0s,=0,
skad
(35) S(055—084) = — (108, + Pydsy+ Pydsy+ Pydsy).
Potozmy S=--|8|, gdzie znak zalezy od tego, czy napigcie S
jest rozeiaganiem czy Seiskaniem, i oznaczmy przez or rzut réznicy
ds,—08, Na kierunek BD. Przy tych oznaczeniach lewa strona

rownodei (33) wynosi Sdr. Jezeli wiec przesuniecia przygotowane
obierzemy w ten sposéb, by mieé or==0, otrzymamy z (35)

(36) S (P35, 4 Podsy+ Pydsy+ Pudsy) or.

Szukane przesuniecie praygotowane otrzymamy, przyjmujac,
ze punkty A i D sg unicruchomione; zatem:
(37) ds, =0, d54=10.

Ruch chwilowy preta BD (przy zatozeniu, ze A i D 83
nieruchome) jest obrotem chwilowym okolo $rodka O, ktéry jest
punktem przeciecia si¢ prostyech AB 1 DO (por. przyklad 4, str. 330).
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Przesuniecia 682 i 6? 83 proporcjonalne do predkosci punktow
B i O przy obrocie preta B( okolo 0. Zatem (Sa i 6s3 sa prostopadie
odpowiednio do AB i DC, oraz

(38) |084] /1084 =0 CO B.

Niech P i Py oznaezajg rzuty sit Py, P, na kierunki ds, i ds,,
za$ o kat miedzy ds, a BD. Zatem

(39) Pydsa— P3|ossl,  Pyosy= Pi|dss
Z (36) otrzymamy na mocy (37)-(39)
(40) S=—(P2- OB+ Ps-00) /0B cos a.

Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego kratownicy o wezlach
Ary..yAdny, w ktorych dzialajy sity P, ..., P, bedace w réwnowadze.
By wyznaczyé napigeic w precie kratowniey lgezaeym wezly 4,1 A,
usuwamy pret 4, A, i przykladamy do wezléw A4, i A, sity S i —8,
rowne napieciom usunietego preta w A, i 4,. Poniewaz uklad
pozostatych pretéw jest w réwnowadze, wiee sity Py,..., P, S, —8
rownowazy sie. Praca przygotowana jest tedy zerem. Oznaczajac
przez (5?1,...,67',, przesuniecia przygotowane wezléw Aq,..., A, (przy
zafozeniu, ze pret A, A, zostal usuniety), otrzymamy

(41) P1osi4 .- Pos,+ S s, — 8 dss= 0.

Khladac wige S=--|8) (gdzie znak zalezy od tego, czy S jest
rozcigganiem, czy Sciskaniem) i oznaczajac przez or rzut s,—0ss
na kierunek A4,A4,, otrzymamy z (41)

(42) Sor=— (P10s14...-- P, bs,).

Jezeli przesuniecia przygotowane potrafimy obra¢ tak, by
bylo or4=0 (t.zn. by 68s,746s, 1 roznica d8s,—ds, nie byla prosto-
padla do 4, 4y), wowezas z (42) bedziemy mogli wyznaeczyé S.

Ot67z mozna okazaé, ze jezeli kratowniea jest wyznaczalna
statyeznie (str. 301), to przesuniecie przygotowane o zgdanych
wlasnodciach zawsze istnicje.

Oznaczmy przez. oy, @0,y Wspolrzedne weztow  Ay,..., A,
a przez d;; dlugodei pretow A;A;. Ziatem

(43) (Li—x)—{—(?h——717) di =0,

7

Niech dw,dy: bedag rzutami przesuniecia przygotowanego
punktu A,
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Woéwezas na mocy (43)

(44) (01— ;) (8:—0) -+ (Yi— ;) (0Yi—0Y;) =0.

Jezeli usuniemy pret 4,4, to przesuniecia przygotowane
wezléw okredlone sg réwnaniami (44) (wsréd ktérych nie wystepuje
réownanie odpowiadajace pretowi 4,.4,); mozemy z nich wyrachowaé
przesunigcia.

Podana metoda wyznaczania napieé w pretach kratownicy
nosi nazwe metody kinematycznej.

Metode kinematyczng mozna stosowaé zaréwno do kratownic
plaskich jak i przestrzennych.

Istnieja réwniez metody graficzne wyznaczania predkosei
mozliwych (a co za tym idzie, przesunie¢ przygotowanych %l,...,(%,,)
wezlow kratownicy przy pomocy t.zw. plandw predkosci (prze-
sunieé praygotowanych ).

§ 4. Wyznaczanie polozenia réwnowagi w polu sil.
Jednym z gléwnych zagadnienn, z jakimi spotykamy sie przy ba-
daniu réwnowagi ukladu punktéw materialnych, jest wyznaczanie
polozenia réwnowagi ukladu w danym polu sil.

Podamy tu rozwigzanie tego zagadnienia dla wiezow obu-
stronniych. Dla wiezow jednostronnych rozwigzanie jest znacznie
bardziej zlozone, ograniczymy sie wiec tylko do pewnego przy-
ktadu (p. str. 453, przyklad 2).

Niech wiezy ukladu punktéw Ay ..., 4, beda okreslone
réwnaniami
(1) Fi(x1y .oy @n)=0 (j=1,2,..,m).

Zalozmy, ze uklad znajduje sie w polu sil, t.zn. ze sity P, ..., Py,
dzialajgce na punkty A4,,...,4, sg funkcjami zmiennych wy,...,2,.
A wiec:

(2) Pix:(ly-(xl,...,z,,), Piy:gl’i (:vl, ...,Z"), Piz:X'i(w17"'7z")‘

Przesuniecia przygotowane speiniaja rownania (L), str. 428:
o (¥ OF; . OF; .\ -
(3) > (awi oty 6y,~+$6z,->_0 (j=1,2,...,m).
C:l
W polozeniu réwnowagi mamy na mocy zasady prac przy-
gotowanych

I3

S. Banach. Mechanika. 29
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Poniewaz réwnan (3) jest m, wiec mozemy wyznaczyé m
sposrod » niewiadomych omy, ..., 02,, nadajac pozostatym k=3n—m
niewiadomym dowolnie obrane warto$ci ohy,...,0hs. Wyznaczajae
przez nie niewiadome dx, ..., 02, z réwnan (3) i podstawiajac w (4),
otrzymamy po uporzadkowaniu réwnanie

(5) /116h1+a26h2+ ...+ak (Sh/k:(),

gdzie ay,...,a; 53 pewnymi liczbami zaleznymi od polozenia ukladu,
t.j. od wspélrzednyeh xy, ..., 2,.

W polozeniu réwnowagi ro6wnosé (5) ma zachodzié¢ dla kazdego
ukladu liczb Ok, ..., 6hy. Przyjmujac oh,=1, 0Ohy,=0, ..., Ohp=0,
dostaniemy a,=0. Podobnie postepujae, otrzymamy:

(6) (h:(}, azz(), ceey (I/k:().

Na odwrot, jezeli w pewnym polozeniu ukladu spemhione sg
rownosei (6), to zachodzi oczywiscie réownanie (5), a zatem dane
polozenie ukladu jest polozeniem réwnowagi. Réwnosei (6) okre-
slaja wiec polozenie réwnowagi ukladu.

Z réownan (6) i (1), ktérych jest razem k+m=3n, mozemy
wyznaezyé mna ogél 3n niewiadomych wspétrzednyeh ..., 2,
odpowiadajacych polozeniu réownowagi ukladu.

Mnozniki Lagrange’a. Podamy jeszeze inna metode wy-
znaczania polozenn réwnowagi ukladu, zwana melode mnoinikow
Lagrange’a.

Oznaczmy lewe strony réwnan (3) przez Wy,..., Wy, zad lewg
strone rownania (4) przez W.

Uwazajac 0ri,...,02, za niewiadome, mozemy powiedzied, ze
w polozeniu réwnowagi kazde rozwiagzanie réwnan W,=0,..., W,,=0
spelnia rownanie W=0. Ze znanego wiec twierdzenia teorii réwnan
liniowych wynika, ze W mozna przedstawié liniowo przy pomocy
Wiy, W, t.zn. Ze istnieja takie liczby m,...,a., Ze dla dowolnyeh
0y, -y 02, jest tozsamodeiowo

W:(11W1 + e Wm-

Kladae Ai=-—a1, ..., Am=—am, MozZeMy poOWYZsza tozsamosé
napisaé¢ w postaci

m

(7) Wk Wi oot W0 b WS 2,W,=0.
J=
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Piszac zamiast Wy,...,W, i W lewe strony réwnan (3) i (4),
otrzymamy

n

OF; R d
(8) Z(Puéwﬁ-f’@qé?h—l—l’@zéz@ )+ 2 2( = ow it 5 ’6 Yitg * ﬁ’é )

i—1 j=1 i—=l

Porzadkujaec prawg strone réwnania (8) wedlug day,..., 02,
dostaniemy

m

2 l Pm-z z,q )69&, (PWLZ a,aFf) 8yi+
(Pm—z i3, )az]

Rownosé (7), a wiee i (9) zachodzi dla dowolnych éay, ..., 02,3
zatem wspoétezynniki przy dx,...,02, musza byé zerami:

(9)

o, OF; v, OF 1, OF,
(W) Pyt Dhigi=0, Pot hg =0, Pit Dz =0
= = i=

(1=1,2,...,n).

Udowodnilismy wiee, ze w polozeniu réwnowagi mozna dobraé
takie liczby Ai,...,An by zachodzily réwnania (I).

Na odwroét, jezeli w pewnym polozeniu ukladu mozna dobrad
liczby Ay,...,Am, spelniajgce réownania (I), to zachodzi réwnosé (9),
a wiee 1 (8) czyli (7). Poniewaz dla przesunieé przygotowanych
jest na mocey (3) Wy=0, y, Wu=0, wiee z (7) dostajemy W=0
czyli (4). Polozenie dane ](‘bt zatem polozeniem réwnowagi.

A wiee: warunkiem koniecznym i dostatecznym dla réwnowagi
sit w pewnym poloieniu wkladu jest to, by istnial uklad liczb A, ..., An
spetniajacy rownania (1).

Z rownan (1)i(I), ktérych razem jest 3n-+m, mozemy wyznaczy¢
na ogot 3n-+m, niewiadomyeh, t.j. Ay,...,Am, oraz wspolrzedne w,...,2,,
okreslajace polozenie réwnowagi.

Liczby i, ..., An nazywamy mnosnikami Lagrange’a.
29*



452 ROZDZIAL 1X. Zasada prac przygotowanych.

Uwaga. Oznaczajgce przez E,,..., R, sity reakcyjne w polozeniu
réwnowagi, mamy oeczywiscie P+ R,ﬁﬂ ezyli:
P“—l— th: 0, P’iy+'R’L'y: (), P’Lz+ Riz:() (@: 1,2,...,%).

Porownujac z (1), dostaniemy:

o L Lo,
(1) R; = gt Bi= 21,%/! R; :2 L3t (i=1,2,.,m).
1

Przykiad 1. Dwa punkty materialne ciezkie 4, i 4, o ma-
sach m, 1 m, polgczone 83 pretem sztywnym o dlugosci d (bez masy)
i pozostawad¢ majg na dwdch prostych [ i 1,. Prosta [, jest pionowa,
a prosta I, przecina I, i tworzy z nia kat ¢=45% Wyznaczyé
potozenie réwnowagi, zakladajae, ze nie ma tareia.

J Obierzmy punkt przeciecia prostych 1,1,
L, za poczatek ukladu wspolrzednych (x,y), przyj-

mujac plaszezyzne, w ktorej te proste lezg,

7o plaszezyzne wxy, za$ of 1, za of y (ze zwro-
tem ku gorze).

Roéwnania prostyeh [, i 1, sa x=01 y=u.

A Zatem wspohrzedne w,y, i 4.y, spehiaja
mg rownania:
 (10) r;=0, Yo—Lg =0,

Poniewaz 4,4,=d, wigc
(11) B — ) —d == 0.

Roéwnania (10 i (11) okreslaja wiezy ukladu.
Przesuniecia przygotowane spelniaja roéwnania, ktore otrzy-
mamy z (10) i (11):

(12) 0wy =0, 05— 0w,=0, X0y 1 (Y1 —Y2) (0Y, —0Y,5)=0.

Sitami dziatajacymi sg ciezary punktéw. Rzuty ei¢zarow na
osie ukladu wspélrzednych wynosza odpowiednio 0,—m,g i 0,—m,g.
Praca przygotowana sil dzialajacych réwna sie 6'L=—m gdy,—my40y,.
W polozeniu réwnowagi jest 6’'L=0, a wiec

(13) M 0Y+ M0y, = 0.
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Zalézmy, ze y; —y,=+0. Obierajac dowolnie dy,, dostaniemy z (12):

(14) 0wy, =0, 0xy= 8y, 0Y1== (Y1 —Y2—%2) 0Y 2 [ (Y1 —Y2)-

Podstawiajge w (13), otrzymamy po uwolnieniu sie od mia-
nownika
(15) [0y (Y Y —2g) -+ Mg(Y1— ¥) 10y = 0.

Poniewaz dy, jest dowolne, wiec réownosé (15) zajdzie tylko
w przypadku, gdy

(16) My(Yr—Y2—La)+ MY —Y3) = 0.

Rozwigzujace uklad réwnan (10), (11), (16), otrzymamy wspot-
rzedne w potozeniu réwnowagi:

=0,  yy=-—(2m;-tmy)dja,  Ly=-—(m-+my)d/a=1y,,

gdzie a:l/(m]+m2)2+m‘f-

Zalozmy teraz, ze y;-—y,=0. Na moecy (11) mamy w§~d2:0,
skad @,40. Ostatnie z rownan (12) daje wobec tego dwy=0, a wiec
drugie z rownan (12) daje dy,=0. Przesunieciem przygotowanym
jest zatem na mocy (12) przesuniecie:

day =0, oxy=10, OYyo,=0, Sy, dowolne.
Warunek rownowagi (13) przyjmie wiec postaé m dy,= 0.
Rownodé ta nie jest jednak spelniona, gdyz dy, jest dowolne.

A wiege: polozenie, w ktorym y,—y,=10, nie jest polozeniem
rownowagi.

Al

Przyklad 2. Punkt ciezki o masie m, poddany dziataniu
sity P, ma pozostawaé na powierzchni kuli
(17) BByt 22— 2= 0.

Zakladamy, ze of z ma kierunek pionowy i zwrot ku gorze.
Wyznaczyd polozenie rownowagi, prayjmujae, ze tarcie nie wystepuje.

Przesuniecie przygotowane ox,dy,d0z spelnia réwnanie, ktore
otrzymujemy, rézniczkujac (17):
(18) 20T Yoy + 20z=0.

Praca przygotowana sity P wynosi P,z P,dy-+ P, oz, sily zag
cigzkosei —mgdoz. W polozeniu réwnowagi mamy zatem

(19) ' L=P0x+ Pyoy--(P,—mg)dz=0.



454 ROZDZIAL IX. Zasada prac przygotowanych.

Stosujage metode mnoznikéw Lagrange’a (wzér (I), str. 451)
i zastepujac 24 przez A, otrzymamy réwnania nastepujgce:
(20) Pyt Ax==0, Py4Ay=0, P,—my+iz=0.

Z réwnani (17) i (20) mozemy wyznaczy¢ A oraz wspolrzedne
z,9,2 polozenia réwnowagi.
Obliczajac #,4,2 z réwnan (20) i wstawiajae w (17), dostaniemy:

(21) = VP P (P—mg) .
Znajac 4, otrzymamy z (20):
(22) x=—P./4, Yy=—PF,/4, g=—(P,—my)/A

Poniewaz na 4 dostaliSmy dwie wartosei (21), wiee istnieéd
bheda dwa polozenia réwnowagi.

Zalozmy teraz, ze punkt ma pozostawaé¢ wewngtrz lub na
powierzchni kuli (17). Wiezy sa tedy jednostronne, i wspélrzedne
punktu muszg spelniaé zwiazek

{23) 224 y2 422 —r2< 0.

W polozeniu réwnowagi na powierzehni kuli przesunigeia przy-
gotowane okreSlone sg nieréwnoseig

(24) 0w -+ Yoy 420y < 0.
Praca przygotowana spelnia zatem nieréwnosé
{25) . P.dx+ Pyoy+ (P.—myg)dz< 0.

Dla przesunieé przygotowanych odwracalnych, t.j. spelniaja-
¢ych réwnanie (18), praca przygotowana jest zerem, a wiec zachodzi
rownosé (19). Wynika stad, ze polozeniem réwnowagi na powierzehni
kuli moze by¢ tylko jedno z polozen, podanych przez wzory (21)
i (22). Aby stwierdzié, ktore z nich jest polozeniem réwnowagi,
nalezy zbadaé, dla ktérego z nich zwiazek (24) pociaga za sobg (25).

Zakladajae, Ze przesunigeie przygotowane spelnia warunek (24),
otrzymujemy na mocy (22) po podstawieniu w (24)

(26) — [PyOx—+ Pyoy+ (P:—my)oz]/A<0.

Widzimy stad, ze wzor (25) bedzie spelniony tylko wtedy,
gdy —1/i>0, t.zn. gdy A<C0.

A wiee wzory (21) i (22) okre§laja poloZenie rownowagi, przy
czym we wzorze (21) nalezy przyjac¢ znak —.
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§ 5. Wspéirzedne uogélnione Lagrange’a. Parametry
ukladu. Potozenie ukladu punktéw lub cial sztywnych okreslamy
przy pomocy pewnych liezb. Liczby te moga byé w szezegdélnosei
wspolrzednymi punktéw wzgledem pewnego ukladu prostokatnego
wspolrzednych; w wielu jednak przypadkach mogg mieé inne zna-
czenie.

Polozenie punktu na plaszezyznie mozemy podaé np. zaréwno
przy pomocy wspdlrzednych prostokgtnych x,y, jak biegunowych
7,9 1t.p. W szezegllnosei, polozenie ukladu zlozonego z dwdch
punktow A, 4,, ktérych odleglodé d jest stata i ktére maja pozo-
stawa¢ w plaszezyZnie wy, mozemy okreslié, podajac badz wspol-
rzedne @,y 1 @,,¥, tych punktow, badz np. wspolrzedne x,,y, $rodka
odcinka A4, i kat ¢, jaki ten odeinek tworzy z osia w. Znajae
Zoy Yo 1 @, wyznaczamy wspoélrzedne punktéow A, 4, ze wzordéw:

Xy =Ly— & deos e, Yr1=1Yo— Fdsing
To=Ly+ + dcos g, Yo==Yo+ L dsing.

Podobnie okredlié mozemy polozenie ciala sztywnego w prze-
strzeni, obierajgc dowolny uklad wspolrzednych (&,7,8), sztywnie
z cialem zwigzany, i podajac wspélrzedne ,,¥y,,2, poczatku ukladu
(&,m,8) wzgledem ukladu statego (w,y,2) oraz katy ay,...,ys, jakic
osie &,7n,0 tworza z osiami w,y,z ukladu stalego. Wspéhrzedne
punktow ciala wyznaczone sg woéwezas wzorami (1), str. 54.

Polozenie ciala sztywnego majacego of nieruchomg, okredlone
jest przez jedng liczbe ¢, oznaczajaca kat, o jaki nalezy cialo obroci¢
okolo osi, aby przeszlo w dane polozenie z pewnego polozenia
poczgtkowego. Obierajac of obrotu za o§ z i oznaczajac przez
&,1,¢ wspolrzedne dowolnego punktu w polozeniu poczagtkowym, zad
przez x,y,z wspolrzedne tegoz punktu po obrocie o kgt ¢, mamy:

r=~Ecosp—nsing, y=&Esing-+ncosg, z=_.

Niech dany bedzie uklad holonomiczny skleronomiczny, zio-
zony z n punktow materialnych.

Zatozmy, ze kazdemu potozeniu ukladu punktow, ktore jest
zgodne z wigzami i bliskie polozeniu, jakie badamy, przyporzadko-
wany jest uklad k liezb ¢,,...,q, W taki sposéb, ze réznym polo-
zeniom ukladu punktéw przyporzadkowane sg rézne uklady liezb
4yy.-1q,- Z zatozenia tego wynika, ze wspolrzedne xy, ¥y, 21y .eey Ly Yoy 2n
punktéw ukltadu sa funkcjami zmiennych g¢,,...,¢,:
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wlzfl(qu---y qk)7 y1:¢1(q17"'? qk)ﬂ 2= (q17-"7 qi)s

-’U,,:f,,(ql, ceey qk)7 Y,= ‘p,,(q17 ey qk)a Z,= ’P,,(QU cery _qk)-
Powyzsze zwigzki zapisujemy krécej w postaci:
(I) w,-:f,-(qu seey qk)7 Ll/i:(l9i(q1a seey qk)7 zi:wi(.ql? ceey (lk) (i:]ﬂza 7")

O funkecjach fi, 9,y zakladamy na ogédl, ze s3 w pewnym
obszarze zmiennych g¢,,...,q, ciagle wraz z pochodnymi czgstkowymi
i ze ponadto réznym ukladom liczb g¢,,...,q, odpowiadaja w tym
obszarze rozne uklady liczb i, ..., 2.

Liczby ¢,,...,q, nazywamy parametrami uktadu albo wspdl-
rzednymi uogolnionymi Langrange’a.

Dla odréznienia nazywamy wspélrzedne w,...,2, wzgledem
pewnego ukladu inercjalnego wspdlrzednymi naturalnyms.

Na one oczywiscie szezegélnym przypadkiem wspéirzednych
Langrange’a.

Parametry nazywamy niezaleinymi, jezeli kazdemu ukladowl
zmiennych ¢,,...,q, funkeje (I) przyporzadkowuja polozenia ukladu
zgodne z wiezami.

W przypadku wiezo6w obustronnych mozemy na ogo6l obraé
parametry niezalezne. Niech bowiem wiezy ukladu okredlone bedgy
funkcjami:

(1) Fi (1 ooy 2a) =0 (j=1,2,...,m).

Z rownan (1) mozemy na ogdél wyznaczy¢ m niewiadomyeh,
znajac pozostalych k=3n-—m. Obierajac wiec dowolnie k& zmien-
nych sposrod xy,...,2, i oznaczajac je przez q,,...,q,, bedziemy mogli
zmienne i, ..., 2. przedstawié jako funkeje zmiennych ¢, ..., g,
w postaci (I). Poniewaz dowolnie obranym wartogciom ¢, ..., g,
odpowiadaja zmienne u,...,2, speliajace uklad réwnan (1), wieec
parametry sg niezalezne.

Liczbe¢ k=3n—m nazwali§my liczba stopni swobody uktadu
(str. 423).

A wiec: liczba parametrow niezaleinych réwna sie liczbie stopni
swobody uktadu.
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Jezeli parametry sg zalezne, wéwezas w przypadku wiezow
obustronnych muszg zachodzié¢ miedzy parametrami ¢, .., q,
okredlajacymi zgodne z wigzami polozenie ukladu, pewne zwigzki:

(2) P(qy; -y ) =0 (1=1,2,...,0).

Obierajac dowolnie pewnych k—p parametréw, mozemy przy
ich pomocy wyznaczyé pozostale ze zwiazkéw (2). Obrane para-
metry beda parametrami niezaleznymi.

W przypadkn wiezéw jednostronnych parametry, okreslajace
potozenia ukladun zgodne 2z wiezami, musza oprécz zwigzkdéw
postaci (2) spelniaé¢ jeszeze pewne nierdéwnogei ksztattu

(3) W,(Q17'-'7qk)<0 (r=1,2,..,8).

Jezeli parametry sg niezalezne, woéwezas funkeje (I) okredlajag
wiezy ukladu, gdyz podaja wszystkie jego polozenia zgodne z wie-
zami. Jezeli za§ parametry sg zalezne, wowezas oprocz funkeji (I)
nalezy podaé¢ zwiazki (2) 1 (3), ktérym muszg czyni¢ zado$é para-
metry, odpowiadajace polozeniom ukladu zgodnym z wiezami.

Przylktad 1. Punkt ma pozostawaé na powierzehni kuli
2+ y2+22=r% Obierajac dowolnie x i y, mamy dla pélkuli gornej
zzl/ff:a—c&iy?. Jezeli wie¢ polozymy

o 2 — . 2 2
(4) r={q, Y="{s to 2= I/7 —qi—q;-
liezby ¢ 1 g, sa parametrami niezaleznymi.

Przyklad 2. Punkt materialny A ma pozostawaé na po-
wierzehni kuli #®+y®+4-22—r?=0. Oznaczajac przez ¢,q,,q, cosinusy
katow, jakie wektor OA (gdzie O oznaeza poczatek ukladu wspol-
rzednych) tworzy z osiami wspédirzednych, mamy :

o4 ) J p—_ M — 3 —
(5) L="7q,, Y=7{y, ==Y,

Parametry ¢, q,, ¢, sa zalezne, musza bowiem oczywiscie
spelnia¢ réwnanie

(6) G+ @G+ ¢E—1=0;

z rownania tego (gdy 2> 0) otrzymujemy ¢,— Vi —q;—4q5, skad przes
podstawienie w (5):

(M Bty gty =) TG

W przedstawieniu (7) parametry ¢, i ¢, 53 niezalezne.
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Przesunigcia przygotowane. Niech wiezy okreslone beds
parametrycznie funkejami:

(IU wi:f,'(qla---a,qk); (’/,':(P,'(qlr--aqk)# zi:'/’i(Q17---’qk) (i:1727---77”)-
Zalézmy, ze parametry sa niezalezne.

Jezeli nadamy ukladowi dowolny ruch zgodny z wiezami,
wowezas ¢;,...,q, beda funkejami ezasu. Rozniczkujac(11), otrzymamy:
. i . 9 i . . V [ [
w:_qu‘l" + f (qu+ +q(qu7

) @ tpz . )
ql—l— +9 qk, (t=1,2,...,n).
qk

Na odwrét, jezeli przyjmiemy, 7€ ¢py...yq, 58 dowolnymi fun-
kejami czasu, wéwezas wzory (1I) okreflaja ruch ukladu zgodny
oczywidcie z wiezami; réwnania (8) podaja wige predkogei punktow
ukfadu w tym ruchu. Wynika stad, zc jezeli uklad znajduje sie
w pewnym polozeniu, okreslonym parametrami g¢,,...,q,, to wszelkie
uklady predkosci mozliwyech w tym polozeniu otrzymamy z (8),
podstawiajac zamiast ¢, ..., ¢, wartosei dowolne. Przyjmujae:

(5.’1;'1:.')5'1, c e ey (Szllzélu
8¢, =4, ce e, 0q,=q,,
.. 993'1’ . afi .
L piszac @ zamiast @ 16.d., oftrzymamy z (8):
1 1
dwi
59&’[:@6% + .. +qq éqka 6:’/1"'— q 6Q1+ +9 bqk’
(IIT) ’
) 2 .
()z__" 8q+ .. +ﬂ g, (1=1,2,...,n).

Podstawiajge we wznmch (111) d()wolne wartosei dq,,...,0q,,
otrzymamy przesunigcia przygotowane ukladu. Na odwrét, kazde
przesuniecie przygotowane ukladu dostaniemy przez podstawienie
odpowiednich wartodei dq,, ..., 0q,.

Zauwazmy, ze uklad wzoréw (I111) mozemy otrzymaé, tworzac
formalnie rd6zniczke ukltadu wzoréw (I1), a nastepnie piszac
dwiy Oyiy Oz zamiast duy, dy;, dzy, oraz dq,, ..., dq, zamiast dg,, ..., dq,.

W przykladzie 1, str. 457, mamy ze wzordw (4):
d=dqy, dy = dq,, S5=(q, 60, + 4,90 | T~
Obierajac dowolnie wartosei dg; i ’)qz’ otrzymamy przesuniecie prazy-
gotowane 4z, 0y, 62 w polozeniu odpowiadajacym parametrom q i g,
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Jezeli ¢,,...,q, s3 parametrami zaleznymi i zachodzg miedzy
nimi zwigzki postaci (2), str. 457, to dq,,...,dq, nie s3 we wzorach (ITI)

lieczbami dowolnymi, lecz — jak mozna okazaé (por. dowdd wzoru
(15), str.428) — muszg spelniaé¢ uklad réwnan

. oD; 20; .
(IV) W]lé% A 9([/;‘/ 6q,=0 (1=1,2,...,0)-

W przyktadzie 2, str. 457, mamy ze wzoréw (5):
dx=1rdq,, Sy =1dq,, dg==rdgy,
przyczem, na mocy (6), str. 457, zachodzi miedzy dq,dq,, dq, zwinzek
Q1(591+‘12‘5(I2+q3‘593:0
Mozna okazad (por. dowod wzoru (IT), str. 434), ze jezeli
wiezy sg jednostronne i oprocz zwiazkow (2), str. 457, zachodza

zwigzki (3), str. 457, to  9dq,,...,0¢, muszy spelniaé oprocz (IV)
te sposréd zwiazkow

. ¥ IV, 1
V) %q“ g, +...+;Téqk<\() (r==1,2,...,8),
1 k

dla ktoéryeh~ w danym polozeniu ukladu zachodzi réwnosé @,=0.

Praca przygotowana. Sily uogdlnione. Niech wiezy
ukladu okreslone beda parametryeznie przez rownania:

) o= {4y @)y ¥=9 -5 )5 zf:#’;(fl1y---,(lk) (i=1,2,...,m).

Przesuniecia przygotowane wyrazaja sie wzorami (11T), str. 455.

Jezeli parametry sg niezalezne, wéwezas 0g,,...,dq, sa liczbami
dowolnymi. W przeciwnym razie zachodzg miedzy nimi pewne
zwiazki (IV) i (V).

Podstawiajae w (1'), str. 436, zamiast du;, oy, 02; wyrazenia (L11),
str. 458, otrzymamy

n

. Q cw; S
oL= '2/ [Pix< 3, 0gy + - + 6%) +
(10) =

i TER &2
—{—_P/“/( ql l+ +—/-. Qk)+ I)’[z(g{(—]zéql—*—‘”'_{- (qu)’-
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Porzgdkujac wedlug dq,, ..., 4¢,, dostaniemy
. "v : dw; oy, dzy
éqiz ( ix 7q + P@II aq + P7/z ﬁq1> T+

1

< i dy; 2z
ot 0g, > ( iwag + Pinsg, +Phaq)
f=1

Oznaczmy przez @, ..., @x sumy, wystepujace jako spétezynniki
przy dq,, ..., 0q,:

v du; Y, oz
%= 2 <P""9—q1 R T )

(V1)

co zapisujemy krocej

(V1) o=

i=1

aw; Qy,

e, P,
9,

iyégi“ 'Iaz_é,—é;
Otrzymamy stagd na mocy (10) 6'L=Q, 6q,+...+Q,dq, eczyli
R
(VII) 0L =) Q,0q;.
=1 :

Wyrazenia @,...,Q,, okre§lone wzcrami (VI) i (VL'), nazywamy
sktadowymi sity uogolnionej Tub kréotko silami uogolnionymd.

Poréwnujae wzor (VII) ze wzorem ('), str. 436, widzimy, Ze praca przy-
gotowana wyraza sie pray pomocy skladowych @), sily uogélnionej i przesunigé zi_qj
w podobny sposéb jak przy pomocy skladowych PI.‘_, PI.”, Piz 1 przesunieé
iy 0y, 02, . '

Warunki rownowagi. Niech wiezy ukladu holonomicznego
skleronomiecznego okreslone bedg przy pomocy parametrow g, ...,q,.
Warunek (IT), str. 439, rownowagi ukladu przyjmie na moey (VII)
postaé

k
(VIII) 6’_L:2Qi(§qi<(b.
j=1 "
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Jezeli wiezy sg obustronne, wéwezas ((1I11), str. 439)
k
(IX) 8L =2Q,6¢,=0.
P

Sily nogélnione @, ...,Qx wystepujace we wzorach (VILI) i (IX),
okredlone sg wzorami (VI) i (VI').

Jezeli parametry ¢, ...,q, s niezalezne, to 0¢,, ..., dq, sa dowolne.
Na moey wiee (IX), przyjmujac d¢, =1 oraz 0¢,=0d¢,=...=0¢,=0,
dostaniemy @, =0 i podobnie @,=0, ..., ¢,=0.

A wiec: jezeli parametry, okreslajace potoienie ukladu holono-
micznego skleronomicznego sq niezaleime (i tarcie nie wystepuje ), to
warunkiem koniecemym i wystarczajacym dla réwnowagi sit dzialaja-
cych jest, by sity wogdlnione byly zerami:

(X) Q=0 (1=1,2,..,k).

Jezeli za§ parametry ¢,...,q, sa zalezne i spetniaja zwigzki (2)
lub (4), str. 457, wéwezas dq,,...,0q, nie sa liczbami dowolnymi,
lecz musza czynié zado§é zwiazkom (IV)Iub (V), str. 459. Polozenie
rownowagi wyznaczamy wtedy podobnie jak dla wsp6trzednych
naturalnych, t.j. w sposéb podany na str. 449.

Uwaga. Wspélrzedne naturalne sg szczegolnym przypadkiem
wspélrzednyeh uogélnionych. Jezeli wiee wspdirzednymi naturalnymi
punktow ukladu sa @1, 91,21, ..oy LuyYuy 2, to kladge:

Xi=4y Y=y Zy=Gy - -y Fp =gy

mozemy stosowaé wzory (1)-(X) § niniejszego. Wyniki otrzymane
w tym § sa wiec uogolnieniem odpowiednich wynikéw dla wspol-
rzednych naturalnyeh.

Prayktad 3. Cztery prety roéownej diugosei «, lezgce
w plaszezysnie pionowej, polaczone sa przegubowo w A,B,C i D.
Przegub A jest unieruchomiony, za§ € moze sie poruszaé tylko po
prostej pionowej I, przechodzacej przez A. W przegubach B i D
zaczepione sg sity poziome I’ i —P, w przegubie zas (' sita pionowa @
(majaca zwrot ku dolowi). Wyznaczy¢é polozenie réwnowagi, pomi-
jajac ciezary pretéow i zakladajac, Ze nie ma tarcia oraz ze prety
mogg sie poruszaé tylko w plaszezyznie pionowej, w ktorej leig

sity P i Q.
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Przyjmijmy A za poczatek ukladu
wspolrzednych (x,y) plaszezyzny pionowej,
w ktorej leza prety, a o 1 za of y (ze
zwrotem ku dolowi). Polozenie ukladu
bedzie wowezas okredlone przez podanie
kata a miedzy pretem AB a osig y. Zatem
a jest parametrem ukladu.

Z rysunku widaé, ze wspélrzedne
Lty XoyYs 1 £5,Ys weztdw B, O 1 D sa

nastepujace:
(11) y=—aslna, Ly=10, ry=asinag,
' Y =ac08a,  Y,=—=2acosaq, Y3== A COS A,

Praca przygotowana wynosi

(12) 0' L= — Pdx, - Qdy, + Pdw,,

gdzie P=|P| i @=|@|. Na mocy (11) mamy:
0x,=—acosada,  Oy,=—2Zasinada, Oy = acosada.
Podstawiajae te wartosei w (12), dostaniemy

(13) 0" L= 2a(P cosa—@ sina)da.

W polozeniuréwnowagijest 6'L=0, wiec 2a( P cosa—@) sina)da=0;
zatem Pcosa—@sina=0 czyli

tga=PJQ.

Przylklad 4. Dany jest uklad pretow AgA,, Azds, ..., Ap 14,
potaczonyeh przegubowo w Ai, A, ..., Ay1. Na uklad dzialaja sily
Py, Py, ..., P, o poczatkach w A, As, ..., A,. Punkt A, jest
unieruchomiony. Wyznaezy¢ polozenie réwnowagi, przyjmujae, ze

prety i sily leza w jednej plaszezyznie.

Przyjmijmy punkt 4, za poezatek ukladu wspoélrzednych (z,v)
tej plaszezyzny i oznaezmy przez ai,ds, ...,a, dlugodci pretéw,
przez i, asy ..., an kaly miedzy pretami a osia x, wreszcie przez
X1y Y1y T2y Y2y ooy LuyYn WspOlrzedne punktéw Ay, As, ..., A, (str. 463,
rys. 1). Mamy:

(14) 21==a1 00801, L2=a1CO8U1+aA2CO8ds, ..., &Ly=01C08 A3} ...| A, COSAR,

(15) yi=a8ina, Ye=ai8ina+azsinag, ..., Y,==a;sina-...--a,s8inaq,.
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Z (14) i (15) wynika, ze katy w,as,...,a, okreslaja polozenie
ukladu pretow. Zatem zmienne ay,...,a, sa parametrami ukladu,
a poniewaz nie zachodzg miedzy nimi zadne zwiazki, wiec sa
parametrami niezaleznymi.

Roézniezkujac (14) i (15), otrzymamy:
(16) dri=—msinwday, ..., Ox,=—asinado—...—aysina,da,,
(17)  Syi=mcosaiday, « ooy Oyn=wmceosadm+...4 a,Co8ada,.
W polozeniu réwnowagi praeca przygotowana wynosi
(18) 0'Li=(P1, 0w1+ P1,0y1)+ ... +(Pu, 0y ~+ Pu 0yu)=0.

Podstawiajac wartosei (16) i (17) w (18), dostaniemy po
uporzadkowaniu
| — (P A...-Pn )sina + (P1y+ . .+P,,”) cosai] day +
(19) ‘|—(12[—(P2x+...+P,,x) Sin(lz + (P2!/+"'+P”_1/) GOSaz] 5(12 --I— vee
oot ap[—Pp sina, + Pn,, oSy | da,=0.

Wspdlezynniki przy day, ..., da, 8g sitami nogdlnionymi @,...,¢Q..
Poniewaz ré6wnosé (19) zachodzi dla kazdego ukladu liczb day,...,day,
wiec sity uogolnione sa zerami. Zatem:

— (Pt t-Pr)sine + (P14 4P ) c081=0,
(20) — (P2 APy ) sinas+ (szJ(_ '--+P::_,1)GOS -
— P, sina, -+ ,P,,q(sos dn=0.

7 réwnan (20) obliczamy latwo tangensy katéw ai,...,a.,.
Poniewaz tangensy sg réwne dla kgtéw roznigeych sie o 180°% wiec
otrzymujemy wiele rozwigza.

Jezeli w pewnym sposrod réwnan (20) wspélezynniki przy sin
i cos sa zerami, to odpowiedni kat mozemy obraé¢ dowolnie.
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Zalézmy teraz, ze punkt 4, ma znajdowaé sie na prostej I
o réwnaniu #="h, jak np. gdy koniec A, preta A, 14, jest pierScie-
niem nasunietym na drut sztywny, majacy poloZenie prostej I
(str. 463, rys. 2). Przy tym zalozeniu parametry ai,...,a, nie beda
niezalezne, poniewaz bedzie musial zachodzié zwigzek z,=h czyli
wobec (14)
21) - 108 a-t... 4 @, c08a,—h=0

Rézniczkujac (21), otrzymamy
(22) —aising dog + ... —aysina, da,=0;
przez podstawienie w (22) dowolnyeh wartodei zamiast doi, ..., dan—
otrzymamy
(23) 6(1,,: ——((1/1 sin oy (3(11 +- *{- Up—1 sin Uy 1 (5(1” 1) ‘,/ an sin Oy .

7 uwagi na (22) réwnanie (19) przyjmie pos‘raé

a1 [—(Pi Aot Pua) sinas + (P 4Py, ,) cosar] day -

(24) +“n 1[ n 1,x Slnan—l *' ( n- Ly ‘I’ P”l/) CoSa,— 1] 6(111 1 ‘J(‘

—|— a, P n,, COS Uy da, = 0.
Podstawiajac w (24) warto$é z (23), dostaniemy po uporzadko-
waniu
af —( Py A ...+ Proy, _P,,y cot a,)s8in a;+- (P1”+ —I—P,,y) co8 ay]da1+...
vty [—(Pa. 1,x+P,,ycota,,)sina,, 1+(P,,_1,!,+P,,!/) €08 d,y—1] 0o, —1=0.

Poniewaz dai,...,da, 1 83 liczbami dowolnymi, wiec wspotezyn-
niki przy nich sa zerami. Otrzymamy wiee¢ uklad n—1 réwnan:

(Pl .. 'J["Pn -1, ++ P,,I(‘Ot/a,,)Sln(ll -+ (Pl 4 .. +Pn )008(11:0,

(Pn -1, x+P11 COtan)Slnan——l+( n—1,y i"-Pn )LOS(IH 1——0

Réwnania te w polgezeniu z réwnaniem (21) stanowig ukiad
n rOwnan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ n niewiadomych aiy..., dn.

Przylctad&‘{)'; Na krzywsg O, lezaca w plaszezyznie pionowej xy,
nasuniety jest pierdcien ciezki K o masie m,. Przez piericienn prze-
winieta jest nié (nierozeiggliwa i bez masy), uczepiona jednym
konicem w poczgtku O ukladu wspolrzednyeh i dzwigajaca na dru-
gim koricu punkt ciezki A o masie m, Wyznaczyé polozenie réw-
nowagi, zakladajae, ze nie ma tarcia.
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Njech krzywa € ma we wspoélrzednych
biegunowych réwnanie

(25) r={q).

Wspélrzedne x,,y, punktu K wynoszy
zatem:

(26) X, =7Co8q, Yy =rsing.

Polézmy o= AK. Oznaczajac przez | dlugoéé niei, mamy
27) r—4o—1<0.

Niechaj p bedzie katem miedzy AK a pionem, 78 Lgy Yo WSPOL-
rzednymi punktu A. Zatem x,=z;+ gsiny, Y,=¥;—QCO8Y, skad
na moey (26):

(28) XLy=71COS @+ @siny, Yo="TS8ig— @ COSY.

Rownania (26) i (28) okreslaja wiezy ukladu przez parametry
7, 0,¢,y, Mmiedzy ktérymi zachodza zwigzki (25) i (27).

Praca przygotowana wynosi & L=-—m, gby, —Myg0y,. W polo-
zeniu réwnowagi jest 6'L< 0, wige

(29) m Oy, M0y, = 0.

Gdy ni¢ nie jest napieta, punkt A4 jest swobodny, wiec 0y,
moze byé dowolne. Przyjmujac w tym przypadku dy,=0 1 dy,<0,
otrzymaliby§my m,dy, +m,0y,<<0 wbrew (29), co dowodzi, ze uktad
nie moze byé w rownowadze przy nici nie napietej.

Zalézmy wige, ze nié jest napieta (t.]j. ze we wzorze (27) za-
chodzi réwno$é) oraz ze r>0 i ¢>0; z (26) i (28) otrzymamy:

dyy==Orsing--rcos pdp,

30
(30) 0y o= Orsing + r cos pdp — g Cosy | gdysiny.

Na mocey (2b) i (27) zachodzg miedzy or, dp i d¢ zwiazki:
(31) or={(¢)op, or+0g <0,

natomiast dy jest dowolne.

Podstawiajac do (29) zamiast dy,,dy, wyrazenia z (30), otrzy-
mamy
(32) (1m0 my) Sin @or -+ (my -+ My)7 COS pdg —m 00 COSY -+ Mygdysiny = 0.

Na mocy (31) mozemy przyjaé, ze or=0, dp=0 i d¢=0, skad
S. Banach. Mechanika. 30
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na mocy (32)
(33) Mmyo0ysiny == 0.

Poniewaz oy jest dowolne, wiec nicréwno$é (33) zajdzie tylko
wtedy, gdy m,yosinyg=0 czyli gdy sinyp=0, a wiee dla =0 i p=am.
Intuicyjnie jest jasnym, ze w polozeniu réwnowagi moze byé tylko
p=0, Té6wnod¢ bowiem yp==x znaczy, ze A znajduje sie nad K, co
jest oczywidcie niemozliwe w polozeniu réwnowagi. Wynika to
rowniez ze zwigzku (32), przyjmujac bowiem na mocy (31) or=20,
Op=10, dp<<0 i dy=0, otrzymalibySmy z (32) —m,dpcosyp>=>0, a po-
niewaz dp<<0, wiec cosyp =0, skgd y=+ .

Udowodnilismy zatem, ze w polozeniu réwnowagi jest p=0,
t.zn. ze A znajduje si¢ pod K. Podstawiajac y=0 w (32), otrzy-
mujemy na moey (25) i (31)

(34) (1 +my) (f (@) sing+ f(g) cos p)dp —mydp = 0.

Na mocy (31) mozemy przyjac

or+00=0 cuyli dp=—0r=—F"(¢)op,
gdzie dg jest dowolne. Podstawiajac w (34), dostaniemy woéwezas

L(my 4 my) (f (@) sing 4 f(@) cos @) + m, f' () 109 = 0.

Poniewaz d¢ jest dowolne, wiec zwigzek powyzszy zajdzie
tylko wowezas, gdy

(35) (my4m,) (f' (p)sing + f(@)cos @)+ my ' (¢)=0.

Rownanie (35) pozwala wyznaczy¢ kat ¢ w polozeniu réwnowagi.

Na odwrét, jezeli zachodzi réwnanie (35), to spelniona byé
musi nieréwnodé (34). Oznaczmy bowiem przez W lewy strone tej
nieréwnosei. Na mocy (35) jest W=—m,f (¢)dp—mydo, skad na
mocy (31) W= -—my(dr+4dg). Poniewaz wobec (31) jest dr-+dp<<0,
wiee W=0. Jezeli tedy kat ¢ spelnia réwnanie (35), to zachodzi
rownowaga.

Zbadamy jeszeze dla jakiej krzywej € réwnowaga zachodzi
przy kazdej wartodei kata ¢, t.zn. w praypadku, gdy réwnanie (35)
staje sie tozsamogeia.

Zauwazmy w tym celu, ze lewa strona réwnania (35) jest
pochodng funkeji f(@)(m,+ my)sing+m,]; zatem

) (m+ my) sin g+ 9, | = ¢= const.
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Poniewaz na mocy (1) jest r=F(¢), wiec
¢
(1, + my) SiLp -+ M.

(36) =
Jezeli ¢=£0, m;>0 1 m,>0, to réwnanie powyzsze jest rowna-
niem dolnej gatezi hyperboli, ktérej osig rzeczywistyg jest oS y.

~ Rownowaga w polu potencjalnym. Zalézmy, ze sily
Pyy..., P, maja potencjal V. Zatem ((1II), str. 214):

- v v 14
(37) Pix—aTﬁl_’ i.tl:%’ iz’é?—zl.'

Podstawiajac te wartodei do wzoru (VI'), str. 460, dostaniemy

. Soy Om,  ov dy, oV 9z
(38) Q= (_- P 2D Sy )
, 2 Su, oq; 8y, 3q; 2% 9,

=
Potencjal Vo ojest funkeja zmiennych wi,...,z,. Wyrazajae je
przez parametry qi,...,qr, hozemy wiee prayjac, ze V jest funkeja
parametrow qu,...,qr. Ze znanego wzoru z rachunku rozniczkowego
na pochodng czastkowa funkeji zlozonej wynika, ze prawa strona
réwnania (38) jest pochodng czastkowy E)V/@qj. Zatem
(XTI) (,J)J.:@V/é’qj (j=1,2,...,k).
Porownujac (37) i (X1), widzimy, ze skladowe sit uogdlnionych
wyrazaja sie podobnic jak skladowe sit wzgledem wspoOirzednych
naturalnyech.
A wiec: jezeli pole sit jest polem potencjalnym, to sktadowe sil
uogdlnionyeh sq pochodnymi czastkowymi potencialu wzgledem wspot-
reednych wogolnionych.

7 wzordw (VII), str. 460, i (XI) otrzymujemy

k
. A
(39) 0 11-«2 W (qu.
=1
Na mocy (13), str. 430, mozemy wiec napisaé
(X1T) ' 8' L=V,

gdzie V uwazamy za funkeje zmiennych g, ..., ¢
Wzér (X1I) ma te sama postaé co wzor (1), str. 437. Roz-
nica polega na tym, ze we wzorze (I'') uwazamy V za funkcje wspol-
rzednyeh naturalnyeh ai,...,2., za§ we wzorze (XII) za funkeje
parametrOw gi, ..., k-
30%*
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Uwaga. Znaczenie Wyraienia; oV uzmystawia rozumowanie nastepujace.
Nadajmy ukladowi w danym polozeniu w chwili ¢ dowolny ruch zgodny z wig-
zami. Parametry ¢,...,q, oraz potencjal V beda wiec funkcjami czasu. Mamy

k
(40) av V.
at Qq.q”
=t
Poniewaz moZemy przyjaé, ze q'l.z(iq. dla j=1,2,..., wiec na mocy (40)

mamy 6V=dV/di. Tym sposobem &V przedstawia szybkosé zmiany (t.j. po-
chodng) potencjatu przy dowolnym ruchu zgodnym z wiezami, jaki nadajemy
ukladowi.

Z zasady prac przygotowanych wynika na moey (XII), ze wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym roéwnowagi ukladu jest, by

(XIII) sV <0,

W szezegdlnodei wiee, polozeniem réwnowagi wktadu jest poto-
genie, w kidrym potencjal osiqgga maximum, a w przypadku wiczdw
obustronnych réwniez potoienie, w ktérym potencjal osiqga minimum.

Jezeli bowiem ukladowi nadamy dowolny ruch zgodny z wie-
zami w chwili, gdy V osigga maximum, to po czasie At prayrost
potencjatu bedzie AV <0, skad dV/dt=C0 (przyczem nieréwnosé
dV [dt< 0 zachodzié moze w polozeniu brzeznym przy wiezach jedno-
stronnych), a zatem 6V <0 (w mys$l uwagi o znaczeniu V). Jezeli
za$ wiezy s obustronne i ¥V ma warto§é minimum, to dV/dt=0,
skad oV =0.

Jezeli na uklad punktéow maferialnych dzialaja tylko sily
ciezkodei, wowezas potencjal wynosi ((13), str. 215)

(41) V=-—mgz,,

gdzie m oznacza mase catkowita ukladu, zas z, wspélrzedny srodka
masy przy zalozeniu, ze of z ma zwrot pionowy ku girze.

Polozeniem réwnowagi bedzie wiec kazde polozenie, w ktérym
V' jest maximum eczyli 2, minimum. Jezeli wiezy sa obustronne,
to potozeniem réwnowagi bedzie procz tego kazde polozenie, w kto-
rym V jest minimum czyli 2, maximum.

Jezeli punkt ciezki A zawieszony jest na niei nierozciggliwej,
uwigzane] w poczgtku O, to ekstrema potencjatu V wystapia wow-
czas, gdy nié jest napieta i ma kierunek pionowy. Maximum jest
wtedy, gdy 4 znajduje si¢ pod O, minimum za$, gdy A4 jest nad O.
Oczywistym jest, Ze polozenie réwnowagi wystepuje tylko wtedy,
gdy V ma warto§¢ maximum (t.j. gdy 4 jest pod O).
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Przylklad 6. Dwa punkty materialne A4, 1 A, ciezkie
o masach m, i m, polaczone s3 nicia nierozciagliwg, przewiniets
przez krazek. Punkt m, ma pozostawaé na prostej pionowej .
Jaki kgt ¢ tworzy nié z prostag I w polozeniu réwnowagi, jezeli nie
ma tarcia (str. 195, rys. 1)?

Przyjmijmy o§ ! za o§ 2, nadajac jej zwrot ku gorze,
a punkt osi, znajdujacy sie na wysokosei krazka, za poezatek uktadu
wspolrzednyeh. Oznaczmy przez s dlugosé nici, przez a odlegloéé
krazka od osi 1, przez 2, i 2, wspbélrzedne punktéw 4, i 4,, a przez
2, wspolrzedne §rodka masy. Mamy:
2 =—(s—a/sing), Zy=—actg ¢.
Poniewaz mzg== M2, + My2s, gdzie m=m,—+m,, wiec
2o=[—m, (s —a/sinp) —myactg ¢l/m.
Aby wyznaczyé extremum gz, przyréwnujemy pochodng dzy/de
do zera: ’

— My COS @ [SiN?@ 4 mya /8inPp = 0,
skad

(42) COS Q= Mo/ My.

Latwo zbadaé, ze dla wartodci ¢, spelniajacej réownanie (42),
2, jest minimum. Réwnanie (42) okrefla wiec polozenie réwnowagi
(gdy ma<<my).

Inny sposéb rozwigzania podany jest w przykladzie 2, str.195.




