ROZDZIAYL X

DYNAMIKA UKLADOW HOLONOMICZNYCH

§1. Uklady holonomiczne. W tym rozdziale zajmiemy
sie dynamikg pewnych ukladéw nieswobodnych. Wyprowadzimy
dla nich réwnania ruchu, w ktérych nie beda wystepowaly reakcje.

Niech dany bedzie uklad » punktéow materialnych. Niech wiezy
ukladu polegajg na tym, ze w kazdej chwili pewne tylko polozenia
uktadu sg mozliwe. Nie zakladamy (jak w rozdz. 1X), ze w kaidej
chwili mozliwe s3 jedne i te same polozenia: zbiér mozliwych polozen
ukladu moze si¢ zmieniad wraz z czasem.

Przykladem jest punkt moggcy pozostawadé na plaszezyznie
ruchomej lub linii ruchomej, np. kulka nawinieta na drut, ktéry
si¢ porusza lub zmienia ksztalt,

Jezeli w chwili ¢ wiezy sa obustronne (str. 421), woéwezas
wspotrzedne g, y1, 21y ...y @ny Yoy 20 punktow ukladu musza w chwili ¢
spelniaé pewne rownania (str, 423):

(1) Fy(w1y .oy 20y 1) =0, C e, Fo(@1y ooy 2uy 1) =0,
ktore zapisujemy krocej:
() Fi(ayy ooy 2, 1) =10 (J==T1,2,...,m).

Jezell w chwili ¢ wiezy sg jednostronne, to opréez (1) zachodza
zwigzki ((9), str. 422)

(11) D@1y ooy 2uy 1) <LO (r=1,2,..,8).
Uklad, ktérego wiezy daja sie przedstawié¢ przy pomocy
zwigzkow postaci (1) i (I1) nazywamy holonomicenym.
Jezeli funkeje ;1 @, nie zaleza od czasu t, méwimy, ze wiezy
sy niezalegne od czasu, uklad za$ nazywamy skleronomicznym.
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W rozdz. IX, badali§my warunki réwnowagi uktadéw holono-
micznych skleronomicznyeh. Wiezy takich ukladow daja sie okreslié
zwigzkami postaci (I), str. 423, i (9), str. 422:

(1) Fy (e, yn, 21, .0520) =0 (1=1,2,...,m),
{I1") Dy (01 Y1y 1y <evy Bn) O (r=1,2,...,8).

Jezeli choé jedna z funkeyj w (1) lub (IT) zalezy od czasu ¢,
mowimy, 7ze wiezy =zaleine sq od czasu, uklad zad nazywamy
FEONCMACTRY M.

Latwo zauwazyé, ze uklad skleronomiczny jest szezegdlnym
przypadkiem reonomicznego; innymi stowy réwnania (1) i (IT)
sa szezegolnym przypadkiem réwnan (1) i (1I).

O funkecjach I, @, zakladamy na ogol, ze sa ciggle 1 ze
majg pochodne czgstkowe ciagle w pewnym obszarze zmiennych
1y Y19 Ry -euy Ly Yuy Eny L.

O rdéwnaniach (L), (1), (11), (II") méwimy, ze przedstawiaja
wigry w postaci skornczone].

Podobnie jak w ukladach skleronomieznych (str. 423), zakla-
damy, ze funkeje (1) sa od siebie niezalezne i ze m<<3n, a liczbe
k=3n—m nazywamy liczbq stopni swobody danego ukladu.

Przyllad. Niech punkt materialny A(x,y,2) ma pozostawad
na powierzehni pewnej kuli, poruszajacej si¢ ruchem postepowym
jednostajnym.

Oznaczmy przez r promien kuli, przez &,,n,,(, wspolrzedne
srodka kuli w chwili t=0, przez &, w chwili ¢, a przez a,b, e rzuty
predkosci ruchu postepowego na osie wspolrzednyech., W chwili ¢
mamy E=&,+4atf, n=n,+bt i {=C,+ect. Kula ma wiee w chwili ¢
TOwhanie (.10——5)2 -} (?/—77)2 + (z~—-C)2~ =0 ezyli

(2) (w—Ey—at)’ -+ (y—1—bt)* 4 (2 —Ly—et)’—r"=0.

Wspotrzedne punktu 4 muszg tedy spelniaé w kazdej chwili
rownanie (2); jest ono postaci F(x,y,z,1)=0, zatem wiezy s3 obu-
stronne, zalezne od czasu, a wiec ukltad jest holonomiezny reonomiczny.

Jezeli zalozymy, Ze punkt A4 ma pozostawaé wewnatrz lub
na powierzehni kuli, wowezas wiezy wyrazg si¢ nieréwnogeia

(3) (@—&y—at) 4 (Y= 5y bt)" + (2—Ly—ot)' 1" <0,

a wiec beda w tym przypadku jednostronne,
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§ 2. Uklady anholonomiczne. Nie zawsze wiezy obustronne
ukladu daja si¢ przedstawié¢ w postaci skonczonej (I) lub (I').

Przypu$émy np. ze kazdemu punktowi A przestrzeni przy-
porzagdkowany jest wektor H, ktérego rzuty sa zaleine od wspot-
rzednych »,y,2 punktu A. Zatem:

(1) H,=a(x,y,2), Hy=p(z,y,2) H,=y(z,y,2),

gdzie a, 8,y sa danymi funkcjami.
Zalézmy, 7ze punkt materialny moze sie poruszaé¢ tylko w taki
sposob, ze predkosé jego w kazdym polozeniu jest prostopadia do H.

Oznaczmy przez %,%,% rzuty predkodeci ¥ punktu materialnego.
W kazdej chwili bedzie wieec musial zachodzié zwiazek Hs—0 czyli
(2) a(w,y,2)Z+ B2, y,2)g+ p(x,y,2)¢=0.

Jezeli istnieje taka funkcja F(w,y,2), ze jej pochodne czastkowe
83 réwne odpowiednim funkcjom a,f,y, to réwnanie (2) mozemy
napisa¢ w postaci dF/dt=0 czyli F=eonst.=¢ lub
(3) F(x,y,2)—c=0.

Na odwrot, jezeli zachodzi réwnanie (3), to rézniczkujac je,
otrzymamy (2). Roéwnania (2) i (3) sa wiee w tym przypadkun
rownowazne, a zatem wiezy s3 holonomiczne, poniewaz daja sie
przedstawié w postaci skonezonej (3).

Jezeli jednak funkeje «,f,y nie sa pochodnymi czastkowymi
jednej funkcji, to rOwnanie (2) moze nie byé réwnowazne zadnemu
réwnaniu postaci (3). W tym przypadku wiezy nie dadzg sie wiee
przedstawi¢ w postaci skonezonej i uklad nie jest uktadem holono-
micznym. Moéwimy wowezas, ze uklad jest anholonomiceny.

Roéwnanie (2) piszemy zazwyezaj w postaci
(4) alx,y,z) de+B(a,y,2) dy+ y(x,y,2) de=10.
Ogélniejsza postaé maja rownania
(5)  alw,y,2,1) do+B(w,y,2,1) dy + y(2,y,2,t) de+ e(w,y,2,t) dt=0.
Roéwnanie (5) jest réwnowazne rownaniu
(6) ait |- pit e=0,
gdzie «,f,y,¢ 53 danymi funkejami zmiennych x,y,2 i t. Stanowi
ono warunek konieczny, jakiemu musza czynié¢ zados§é predkosei

punktow uktadu. Ukladami anholonomicznymi zajmowaé sie blizej
nie bedziemy.
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§ 3. Przesuni¢cia przygotowane. Na str. 428 okredliliémy
przesuniecie przygotowane ukladéw holonomicznyeh skleronomi-
cznych. Zajmiemy sie teraz ukladami reonomicznymi.

Punkt na powierzchni. Niech punkt A(x,y,2) ma pozosta-
waé na powierzchni ruchomej 8, ktérej réwnanie w chwili ¢ jest

(1) F(x,y,2,1)=0.
Wspdlrzedne punktu A spelniajag wiec w chwili ¢ réwnanie (1).

Przesunieciem przygotowanym nazywamy kazde przesuniecie ds
punktu 4 o rzutach oz, dy,dz, spelniajaéce réwnanie

O0F _  OF
(2) e M 8y + = 0.

Widzimy stad, ze przesuniecie przygotowane jest takie, jak
gdyby powierzchnia S byla nieruchoma i miala potozenie, ktore
zajmuje w chwili ¢. Zatem przesunig¢ciem przygotowanym jest dowol-
ny wektor, styezny w chwili ¢ do powierzehni S w punkeie A (str.425).

Nadajmy punktowi 4 dowolny ruch zgodny z wiezami. Wspét-
rzedne punktu beda wiee spelniaty réwnanie (1). Tworzac pochodng
wzgledem czasu ¢, otrzymamy z (1)

ap OF
(3) +9y +9z +9t_0

Oznaczajac przez v predko$é punktu A, otrzymamy z (3)

OF oF oF oF
(4) %vx—k@%—i—»@z 'vz—l—a—t:().

Poréwnujac (2) 1 (4), widzimy, ze nie mozemy przyjaé
dr=wy, dy=uvy; i dz=w,, czyli ds=9, chyba ze IF/t=0.

A wiee, w ukladach rconomicznych przesuniecia przygotowane
nie sa na ogot proporcjonalne do predkosei mozliwych (jak w ukla-
dach skleronomicznych), t.zn. wyrazaja sie innymi wektorami niz
predkosei mozliwe.

W szezegolnodei przesunieciem przygotowanym jest na mocy (2)
przesunigcic ds=0 (t.j. dr=0, dy=0, dz2=0); z (4) zas wynika, ze
jezeli F/dt=£0, to »=0 nic jest predkoscia mozliwg.



474 ROZDZIAL X. Dynamika uktadéw holonomicznych.

Uwaga. Rézniezka zupelna funkeji (1) wynosi
ar = s +a g et Gy

Jezeli utworzymy rozniczke przy zalozeniu, ze {=const.,
wowezas di=0, zatem

7 ’W h Y
Al = F m+idj~+ ldz

A wiee rownanie (2) otrzymamy, rdézniczkujace obustronnie (1
. g o
przy zalozeniu, ze c¢zas ==const., u nastepnie piszac zamiast dx,dy,dz
odpowiednio dx, dy, dz.
W przykladzie na str.471 przesuni¢eic przygotowane speilnia réwnanie,

jakie otrzymamy, rézniczkujac réwnanie (2), str. 471, przy zalozeniu, ze t= const.

Dostaniemy:
(0— &g at) 0z~ (g~ 17y b) 8y -+ (2 Lo - ~cb)dz = 0.

Obierajyc dowolnie dy, dz, mozemy wyznaczyé Jdo % POWYZSZEZO WZOIlU.

Punkt na linii. Niech punkt materialny 4 ma pozostawad
na linii ruchomej ¢, ktora w chwili ¢ ma réwnania:
(7) Fi(r,y,2,8)=0, Fo(ayy,2,1)=0.

Przesuniectem przygotowanym punktu A4 w chwili ¢ nazywamy
kazde przesuniecie ds (o rzutach ox, dy, d2), ktore spehlia rownania:

97 nl
(8) ‘9F15+ 16+316~0 ]25+°ﬁ

2 2 _

Zatem przesuniecie przygotowane jest takie, jak gdyby linia ¢
byla nieruchoma i miata to polozenie, ktére zajmuje w chwili ¢.
Przesunigeiem przygotowanym jest wiee dowolny wektor styczny
w chwili t do krzywej ¢ w punkecie 4 (str. 426).

I w tym przypadku przesunigcie przygotowane nie jest na ogol
proporcjonalne do predkosci mozliwej. Na moey bowiem (7) predkosé
mozliwa ¥ spelnia réwnania (ktore otrzymujemy, tworzac pochodng
rownan (7)):

% Uy + glilq;,, -+ oF, V- S—Fl:: 0,
) oz :7 ! E?z ot
] : .

QTF~ Vet 2 ﬂ 1,,+ a Vs F%zzt)-

Jezeli 9K, /dt40 lub 911’2/3t¢(), to na mocy (R) i (9) nie mo-

v.

zemy prayjaé dr=wv,, dy=w,; dz=wv, czvli ds=
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Zauwazmy jeszeze, Ze rownania (8) otrzymamy, tworzac pray
zaloZeniu {=-const. rézniczke rownan (7) i piszac ox, Oy, 6z zamiast
dw, dy, dz.

Przyklad 1. Punkt materialny A4 ma pozostawaé na paraboli
obracajacej sie okolo osi 2 ze staty predkogeia katowy o (dodatnia,
jezeli obrét odbywa sie od reki prawej ku lewej). W chwili ¢==0
parabola znajduje sie w plaszezyZnic xz i ma réwnanie z-— a2

Parabola zatoczy paraboloide obrotowa z—=u?-ty2 Polozenie
paraboli w chwili ¢ otrzymamy jako przekréj paraboloidy plaszezyzng
&8I wi -+ y cos wt==0. Wspolrzedne punktu 4 spelniaja zatem réwnania:

(11) 7Ly —2=0, xsinwt 4y coswt = 0.

Przesuniecie przygotowane dw, dy, 0z spelnia rownodei, ktore
. Y ’
otrzymamy, rézniczkujac (11) przy zalozeniu t==const. Zatem:

2wdr+ 2ydy —dz=0, o sin wt -+ oy cos wt-= 0.
Jezeli wt==x/2 1 wi==3x/2, to:
Oy = — o tg wt, 0z==2(w—y tg wt)dux,
gdzie ox jest dowolne.

Uktlady punktow. Niech dany bedzie uklad holonomiczny,
ktdérego wiezy okreflone sy réwnaniami

(12) (01,41, 21y oovy Luy Yoy By ) =0 (j=1,2, ..., m).

Przesunigeiem przygotowanym ukladu w chwili ¢ w polozeniu
(1, ..., 2z4) zZgodnym z wiezami, nazywamy kazde przesuniecie
0y, ..., 02, speliajace réwnania:

n
AR AR NN v,
(1) 2 (% 6:m—f—-% ay,-+%az,~ =0 (j=1,2, ..., m).
i1

O réwnaniach (1) zakladamy, ze w kazdej chwili ¢ s3 od siebie
liniowo niezalezne; innymi slowy zakladamy, ze spodrod niewia-
domych 0x;,0y,02; mozemy obraé k—=3n—m niewiadomych dowolnie,
a pozostalych m wyznaczyé z réwnan (1).

Rownania (I) maja postaé podobng jak dla ukladow sklero-
nomieznych (por. (1), str. 428). Przesunigecia przygotowane ukladu
w chwili ¢ 83 wiee takie, jak gdyby wiezy nie zalezaly od e¢zasu i byly
stale takimi, jak w chwili ¢.
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Rownania (1) otrzymamy, tworzac przy zalozeniu f=const.
rozniczke z réwnan (12) i piszac nastepnie zamiast dwy,...,d2,
odpowiednio dzy, ..., 02,.

W przypadku ukladéw reonomicznych nie mozemy powiedzieé,
ze przesuniecia przygotowane 83 proporcjonalne do predkosei
mozliwyeh. Nadajmy bowiem ukladowi dowolny ruch zgodny
z wiezami. Roézniczkujace (12), otrzymamy

) E)F IF; .
(15) A 1+ +92,, u+ at (?:];2? -'-7m)'

Oznaczajac przez oy, ..., o, predkodei punktéw, mozemy
napisaé¢ (13) w postaci

v (OF; .
(14) 2 (9:19 vy 4 L o %+ % 7z)Jrh:o (j=1,2,...,m).
Porownujac (14) z (1) widzimy, ze nie mozemy na ogot przyjaé
dm=01, ..., 02,=0,, jak w przypadku ukladéw skleronomicznych.

Jezeli oprocz réwnan (12) zachodzg jeszeze zwigzki ((I1), str. 470)
(15) D (@1, 00ey B, 1)< 0 (r=1,2,...,8),

to przesuniecie przygotowane musi oprécz (1) spelmiaé te ze
zwigzkoéw

, ' o 0D, 2D

(I»[) 2/ (Eaxi‘i‘ ay :+ dz 62!) (7':1727-"73)7
=1

dla ktorych w danym polozeniu ukladu w chwili ¢ zachodzg

rownosci @,=0 (por. (II), str. 434).

Wspolrzedne uogdlnione. Niech polozenia ukladu holo-
nomieznego okreS§lone beda przy pomoey parametrow [/
(str. 455).

Jezeli uklad jest reonomiczny, to funkecje, ktore okrelaja
wspolrzedne naturalne x,...,2, odpowiadajace parametrom iy Gy
8y zalezne od czasu. Zatem ((I), str. 456): :

(16) "",-:f,-(qp---qut)7 .’/i:(p;(fllv"-ﬂlmt)’ zi:w;(flly---,qk,t) (i:1727“-,n)'

Jezeli parametry sa niezalesne, 10 kazdemu ukladowi zmien-
nych ¢,...,q, pewnego ohszaru tych znmiennych (ktéry moze zalezeé
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od t) odpowiada polozenie ukladu zgodne z wiezami. Jezeli zag
parametry sg zalezne, to w przypadku wiezéw obustronnyeh musza
by¢ spelnione pewne réwnania (2), str.457:

(17) D (qyyeyqpyt)=0 (r=1,2,...,8),

a w przypadku wiezéw jednostronnych parametry musza czynié
zadosé nieréwnosei (3), str.457:

{18) V(s ees g, )0 (r=1,2,...,0).

W szezegdlnodei, gdy funkeje (16)-(18) nie zaleza od czasu ¢,
uklad jest skleronomiczny.

Jezeli uklad sie porusza, to parametry ¢,,...,q, zalezg od czasu t.
Ruch ukladu bedzie wiec wyznaczony przez podanie funkeyj:

(19) (llqu(t)y ] qk:(]k(t),

okreslajacych w kazdej chwili ¢ wartodei parametrow ukladu.
Wspélrzedne naturalne otrzymamy, podstawiajace [funkeje (19) w
funkeje (16). Jezeli parametry sa zalezne i spelniaja réwnania (17),
ewentualnie réwniez nieréwnogei (18), wéwezas funkeje (19) muszg
takze spelniaé te zwiazki.

Niechaj polozenia ukladu holonomicznego okre§lone beda para-
metryeznie przy pomocy funkeyj (16). Przesuniecie przygotowane
ukladu w chwili ¢ w pewnym polozeniu zgodnym z wiezami otrzy-
mamy, przyjmujac, ze wiezy sg niezalezne od czasu i takie, ja-
kimi byly w chwili ¢. Na mocy wiec (I1T), str. 458, dostaniemy:

k k k
B Loy, o O .
(I1I) bw— za—qjaqj, Syi— >a_?quéqf’ Sei= a—qjéqj (i=1,2,...,n).
=1 j=1 i1

Wrzory (I1I) otrzymamy, tworzac przy zalozeniu ¢ = const.
rozniczke z (16) i piszac nastepnie 0,,0Y 02,,0¢; Zamiast dw @y ,d2,,dq.

Jezeli parametry sa niczalezne, to 5qj sa w (111) dowolne. Jezeli
za$ parametry, okreslajace polozenia ukladu zgodne z wig¢zami,
spelniajg zwiazki (17), to éqj w (IIT) nie sg dowolne, lecz musza ezynié
zadosé rownaniom ((IV), str. 459)

k
v 0D,

(IV) 5’q—6q =) (7':_1,2,...,8).
J

=
=
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Jezeli wreszeie parametry musza spelniaé oprécz réownan (17)
pewne nieréwnosei (18), to 6(1/. muszg oproez (IV) spelniaé te ze
zwigzkOw

k
oY, ,
(V) D' sg,0 | (r=1,2,..., 0),

J
j1 1

dla ktoryech w danym polozeniu ukladu w chwili ¢ zachodza réw-
nania ¥,==0 ((V), str. 459).

Przylkltad 2. Punkt materialny 4 ma
pozostawaé na prostej ! lezacej w plaszezyznie
xy 1 przechodzaecej przez poczgtek ukladu O.
Prosta { obraca sie okolo O ze stala predkos-
vig katowa .

Przyjmijmy punkt O za poczatek ukladu wspétrzednych i na-
dajmy prostej ¢ zwrot dowolny. Oznaczmy przez ¢ wspolrzedng
punktu A wzgledem osi I zalézmy wreszeie, ze w chwili ¢ o$ 1 po-
krywala si¢ z osia w. Na wspétrzedne x,y punktu A otrzymamy
wtedy wzory:

(20) &r==qcos wl, y=qgsin oi.

Zmienna ¢ okresla polozenie punktu w chwili ¢, jest wiec
parametrem. Rézniczkujae rownania (20) przy zalozeniu, ze ¢ = const.,
dostaniemy:

(21) o = dg cos wt, dy = dq sin wi.

§ 4. Zasada d’Alemberta. Rownowaga sil. Dotychczas
pojecie rownowagi sil dziatajacyeh okredlilismy dla ukladéw sklero-
nomieznych. Wedle podanej definicji (str. 438) sily dzialajace sg
w rownowadze, jezeli uklad punktéw, mimo dzialania tych sil,
moze pozostawaé w spoczynki.

To okreflenie rownowagi nie nadaje sie jednak dla ukladow
reonomicznych.

Jezeli np. uklad punktéw materialnych ma stale pozostawaé na pewnej
plaszezyZnie poziomej, poruszajacej sie pionowo w gére ruchem jednostajnym,
to oezywiscie uklad w zadnym razie nie moze pozostawaé w spoczynku. W mysl
poprzedniej definicji nie moglibySmy wiec o zadnym ukladzie sil powiedziec,.
ze jest w réwnowadze.
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Zasada prac przygotowanych (str. 439) podaje warunek ko-
nieczny i wystarczajacy réownowagi sit dla ukladéw sklerono-
micznych (jezeli nie ma tarcia). Otéz dla ukladéw reonomicznych
(gdy nie ma tarcia) przyjmujemy zasade prac przygotowanyech za
definicje réwnowagi sit dzialajageych: powiemy wiec, ze sily deia-
tajace na uklad holonomiczny reomomiceny (w ktorym nie wystepuje
tarcie) sq w réwnowadze w pewnej chwili t, jezeli na kazdym prze-
sunieciu praygotowanym w chwili t praca przygotowana sil jest zerem
lub liczba wjemnq.

Przy tej definicji zasada prac prazygotowanych stosuje sie
wige do ukladdéw holonomicznyeh zaréwno skleronomicznych jak
1 reonomicznych.

Zasada d’Alemberta. Niech na uklad holonomiezny utwo-
rzony z n punktow materialnyeh A(ay,y1,21), ..o Au(@ny Y, 2n) dzialajg
sity  Py,..., Py Oznacamy przez my, ..., m, masy, a przez pi,..., P
przysépieszenia tych punktow.

Wektory —mapr,...,—m, p, nazwaliSmy silami bezwladnodei
(str. 74). Jezeli uklad jest swobodny, to w my$l zasady d’Alem-
berta (str. 192) sily dzialajace réwnowazg sie z sitami bezwladnogei.
0t6z doswiadezenie okazuje, ze zasada d’Alemberta sprawdza sie
rowniez dla ukladéw nieswobodnych holonomicznych, w ktorych
nie wystepuje tarcie. Mozemy wige ja wypowiedzied, jak nastepuje:

Sity dziatajgee na punkty wkladu holonomicznego (w ktorym
nie ma tarcia) réwnowaizq sic w kaidej chwili ¢ sitami bezwladnosei.

Sity  Pi—m; p; (gdzic 1=1,2,...,m) sa przeto w rownowadze.
Oznaczajage  przez  ds; przesuniecia  przygotowane, ofrzymamy
((I), str.436 i (II), str.439)

no_
(1) . _\"] (Pi—my; pi) ds; =2 0.
{

W przypadku wiezéw obustronnyech (lub przesunie¢ odwra-

walnyech) mamy

n

(1) NP —my; pi) 0s;= 0.
i
Oznaczajac przez r,Y,2; rzuty przy$pieszenia p;, zas§ przez
Ouiy Oyiy 02 rzUly przesuniecia ds;, wzory (1) i (1) mozemy napisaé
w postaci ((LL), str. 439)

(11) _/)‘1[( Pi,\- —my; ‘/.I}i >(31}L -+ ( 1),,j” — My I/@ )()l/Z + (P’Lz My z@)éz@] < (),
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a w przypadku wiezéw obustronnych mamy ((III), str.439)

AUy 2Py, 8)0w; -+ (Pyy—mi i) 0y + (Pi, —m;2; )02;]=0.
=

Ziasada d’Alemberta sprowadza wiee zagadnienia dynamiki do
zagadnienn statyki. Zasade te udowodni¢ mozemy w wielu przy-
kiadach. W przypadkach, gdy tarcie jest zdefiniowane, przyjmu-
jemy ja za prawo stwierdzone do$wiadczalnie. W przypadku zag
ogbélnym moéwimy, zZe tarcia nie ma, jezeli do danego ukladu sto-
suje sie zasada d’Alemberta.

Uwaga. Zalézmy, ze uklad jest swobodny. Zatem dx;, dy:, d2;
sg liczbami dowolnymi. Poniewaz réwnanie (II') ma zachodzié¢ dla
kazdego ukladu liczb Ox;,dy;, 02, wiec wspélezynniki przy tych
lieczbach muszg byé zerami. Zatem:

P@x—miwlzo, le,_mzy@:“, P@z—_ml‘zl:o
czyli
m; oy =P, m; Y= Py, miZ;=P;, (i=1,2,...,n).

Roéwnania powyzsze 83 oczywiscie réwnaniami ruchu Newtona
((IT), str. 190).

Przylktad 1. Punkt materialny ciezki A o masie m spada
(bez tarcia) po ré6wni pochylej, nachylonej do poziomu pod katem a.
Wyznaezyé ruch punktu.

Oznaczajac przez p przyspieszenie,
przez @ ciezar punktu A, za$§ przez s
przesuniecie przygotowane, otrzymamy
z zasady d’Alemberta (I)

(1) (Q—mp) ds< 0.

Przyjmijmy za of 2z lini¢ najwiekszego spadku na réwni, na-
dajac jej zwrot ku dotowi. Niech ds ma kierunek osi z. Oznaczajace
rzuty ds i p na o§ ¢ przez dsi p oraz biorac pod uwage, ze s jest
przesunieciem odwracalnym, otrzymamy

(Q—mp) 6s =0 czyli Q 6s —mp 05 =0,
skad mgdssina—mp ds=0, a wiee

(2) m(gsina—p) ds=0.
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Poniewaz réwnanie (2) zachodzi dla kazdego ds, wiec mamy
gsina—p=0 eczyli
(3) p==gsina.

Rownanie (3) okredla przyspieszenie punktu. Latwo okazad,
ze przy tym przy$pieszenin zwiazek (1) zachodzi dla kazdego és
{lezacego na roéwni lub nie).

Przylltad 2. Dwa punkty materialne 4,,4, o masach my,m,
nasuniete s3 na drut sztywny (bez masy), ktorego kornce pozo-
stawaé maja na dwdéceh prostych réwnolegltych 1,,1,. Na punkty dzia-
taja sity Py, P, lezgce w plaszezyznie prostych 1,1, Wyznaczyé
ruch punktéw przy zalozeniu, ze nie ma tarecia.

Latwo zauwazyé, ze pret bedzie miat
kierunek staty. Obierzmy osie x,94 w pla-
szezyznie prostych ,l,, nadajac osi »
kierunek preta, i oznaczmy wspoélrzedne
punktéow przez xy,y; 1 4.,4.. Wiezy beda
zatem okreglone réwnaniem
(4) r—ya=0.

Na moey zasady d’Alemberta ((IL'), str. 480), otrzymamy

(5) (P1x**m1ﬂ./.'1) 6:1;1—}—(1’1!/——%1:1}1) (3:1/1~|—(P2x—’h’b2d}2) (3.’1?2-+‘(.P2!]—7)’L2y2) (3?/2::0

Z réwnania (4) mamy oy, —dy,= 0 czyli dy, == dy,. Podstawiajac
te warto$é w (5), dostaniemy
(6) (Pl‘_“mlfvl)(5-”1_}“([)2\_7"/21;2)0«”2“{‘(Pll/_WLl:Ij]—f‘le/—~WL2CI/2) (5!/1:0.
Poniewaz dwy, oy, 0y, sq liczbami dowolnymi, wiec ich wspol-
czynniki w réwnaniu (6) musza byé zerami. Zatem:

(7) mi .I}1~ p1.‘., Mmsa %z: sz\_,
(8) Myyr-tMmelo= Py 4 Py .
Z (4) mamy y1—y>=0 czyli y1=49,. Rownanie (8) mozemy
wiec napisa¢ w postaci
(9) ‘ (””'1+m2)f’/1:P1y+P2y-
Réwnania (7), (9) i (4) wyznaczaja ruch punktow.
Przykltad 3. Plaszezyzna pionowa I1, przechodzaca przez of z
skierowang pionowo w goére, obraca si¢ okolo 2z ze stalg predkodeig
katowa w. Na plaszezyZnie /T ma pozostawaé punkt ciezki 4 o ma-
sie m. Wyznaczyé ruch tego punktu, przyjmujac, ze nie ma tarcia.
S. Banach. Mechanika. 31
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Zat6zmy, ze w chwili t=0 plaszezyzna J7 miala polozenie
plaszezyzny xz. ROwnaniem plaszezyzny IT w chwili ¢ bedzie wiec

(10) Yy cos wt —xsinwt=0.

Wspoélrzedne z,y punktu A muszg
wiec spelniaé rownanie (10). Poniewaz
sita. ciezkofei ma rzuty na osie ukladu:
0,0,—myg, wiec z zasady d’Alemberta
wynika, Ze

(11) —mxzox—my oY+ (—mg—mz)dz=0.

Przesunigcie przygotowane ox,dy,dz spelnia na mocy (10)
réwnanie

(12) Oy cos wt — Sz sin wi= 0.
Zatem 0z jest dowolne, za§ dx i dy spelniajy réownanie (12).

Przyjmujae w (11) dx=0, dy=0, otrzymamy (—mg—mZz)dz==0.
Poniewaz 6z jest dowolne, wiec —mg—mz=0 eczyli

(13) =—y,

skad 2=—}gi®4-ct-t¢’, gdzie e 1 ¢ sy pewnymi stalymi.
Z (11) i (13) otrzymamy #dz+4dy=0 czyli

(14) 2 01 cos wt 4 Oy €08 wi==0,

skad na mocy (12) (% coswt4-ysinwt)or=0, a poniewaz dx jest
dowolne, wiec

(15) ’ Z cos wt 49 sinwt =0,

Polézmy r=0A4', gdzie A’ oznacza rzut A na laszczyzn* @Y.
b
Zatem:

(16) T=7¥C08 wi, y=vsinwt,
skad
& =708 wl —2Fwsin ot —ro?coswl, ¥ =7rsinwi-+ 270 cos wl —ro?sin ot

i przez podstawienie w (15) 7—rw?=0, a wiec (por. przykiad 4,
str. 141) r=ece®+ e " czyli na moey (16):

2= (¢,6" + e cos wt, =g -+ c,e "©?)sin wt.

Stale ¢, ¢, ¢, ¢, wyznaczamy z danyeh poczatkowych,
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§ 5. Praca i energia kinetyczna w ukladach sklero-
nomicznyeh. Niech uklad holonomiczny skleronomiczny, zlozony
z » punktéw materialnych o masach my,...,m, 1 0 wspéirzednych
®1, Y1y &1y +eey Ty Yny 2y Poddany bedzie dzialaniu sit P,..., P,

Zatézmy na razie, ze wiezy s3 obustronne.

7 zasady d’Alemberta mamy dla kazdego przesuniecia przy-
gotowanego dx;, 0y, 02;

(1) ,Et[(P@x~mi=’ii)5-7%‘4—(1’@',,—'%'%)5y¢+(P@'z—m@ 2;) 62;]=0.

Poniewaz uklad jest skleronomiczny, wiee predkodei punktow
mozemy przyjaé za przesunigeia przygotowane (str.427). Kladac
zatem %= dw;, ;= 0y, &= 0z, otrzymamy z (1)

(2) ;[(P@'x"mﬂ%)iﬂr(-Pi,,"*mw'i)?]i+(Pq;z—miéi)Z'i]:‘)

czyli

n

(3) ”P it Py gt P, %) _21m@'(ﬁ%?@iJr%?]iJréiz'i):O- \

lunergm kinetycezna ukladu wyraza sie wzorem

ll

B =Y L5+ 9+ 4),
1
skad E= > m;(&; &+ y; yi+zi %). Na mocy zatem (3) jest
7 .
1A~>1( ixT +Pl ?/i+Pizzi)'
14
Calkujac to rownanie obustronnie od ¢, do ¢, otrzymamy
t { n
gt (4 N (D, v :
(4) }‘ ,Edt——[" (/ltf‘;i (I ix .L'L+ Piy 3/L+P1/2 Zi).
G 0 -

Lewa strona wzoru (1) rowna jest K— K, gdzie F oznacza
energie kinetyczng w chwili ¢, a K, w chwili {,, prawa za$ strona
wyraza prace L., sil dzialajacyeh od ehwili ¢, do ¢ ((1I), str. 211).
Zatem
(5) E— Ho=14,,.

Rownanie (5) wyraza zasade rownowartosei pracy sit dziata-
jacych i energii kinetycznej.

Odrzuémy teraz zalozenie obustronnosei wiezéw. Przyjmijmy,
ze oprocz zwigzkéw wyrazajacych sie réwnodciami, wspdlrzedne
punktow ukladu maja spelniaé nieréwnodei ((15), str.476):

(6) D(®1y.0g2n) <O (r=1,2,..,0).
31*
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Zasada d’Alemberta ma w tym przypadku postaé
(1) 2[(Pi—my @) 6+ (Py,—mi g;) 0y;+ (Py, —m; ;) 92,1 <0,

Zaltézmy, ze predkosé zmicnia sie podezas ruchu w sposéb ciggtly.

Jezeli w pewnej chwili ¢ (gdzie t,<(t'<t) polozenie ukladu
nie jest brzezne t.zn. ze w nieréwnosciach (6) zachodzy znaki <,
wowezas nieréwnogei (6) nie daja zadnych warunkéw na przesu-
niecia przygotowane (str. 476). Przesunieecia przygotowane sg w tym
przypadku odwracalne; zachodzi zatem réwnanie (1), a nastepnie (2).
Jezeli zas w chwili ¢’ (gdzie {,<<t'<t) uklad zajmuje polozenie brzeine,
t.zn. Ze dla pewnego » zachodzi rownosé

D (21, ...,2,) =0,

to wobec zalozenia, ze funkcje wxy,...,2, maja pochodne ciggle wagle-
dem czasu t, funkeja @, bedzie miata réwniez pochodng ciggla.
Poniewaz za$ jest stale @,< 0, wiec w chwili ¢' funkeja @, osiaga
maximum. Wynika stad, ze dla t=t' jest @,=0, wiee

00, 00,

Na mooy (8) przesuniecie przygotowane ow =gy, ..., 02,=2,
jest przesunigeciem odwracalnym. Dla przesuniecia tego zachodzi
przeto réwnanie (1), a tym samym i (2).

Udowodnilismy zatem, Ze w kazdej chwili ¢ (gdzie t,<<t'<t)
spelnione jest réwnanie (2), z ktérego — rozumujae jak poprzednio,
wyprowadzimy wzér (4).

A wige: do wukladow holonomicenych skleronomicsnych stosuje sie
zasade réwnowartosci pracy sit dezialajageych i emergii  kinetycamej
(przyczem dla wiezéw jednostronnych zachodzi to wtedy, gdy pred-
kosci punktow zmieniaja si¢ w sposéb ciagly).

Jezeli sily dziatajace maja potencjal V, to L, ,=V—V,, gdzie
ViV, oznaczaja odpowiednio potencjaly w chwilach ¢ i t,. Z (5)
mamy zatem H-—FE,=V—V,czyli K—V=FE,—V,. Oznaczajac stala
Ey—V, przez h, otrzymamy
(9) E—V-—h.

Wyrazenie  —V  nazwali§my energig potencjalng i oznaczy-
liSmy przez U (str. 220). Zatem
(10) E+U=h.

“



[§ 6] Réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju. 485

Sume E+ U nazwaliSmy energiq calkowita wktadu (str. 220).

A wiee: do uktadéw holonomicznych skleronomicemych stosuje sig
zasada zachowania energii calkowitej (przy zalozeniu, ze w przypadku
wigzOw jednostronnych predkodei zmieniaja sie w sposob ciagly).

Uwaga. W ukladach reonomicznych zasada réwnowartodei
pracy i energii kinetycznej na ogél nie zachodzi.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé na krzywej ruchomej i na
punkt nie dzialaja zadne sily, to energia kinetyczna punktu moze
si¢ pomimo to zmieniaé zaleznie od ruchu krzywej.

W ukladach reonomicznych przyrost energii kinetycznej zalezy
rowniez od pracy sit reakeyjnych, ktora na ogél nie jest zerem.

§ 6. Réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju. Niech
dany bedzie uklad holonomiczny » punktéw materialnych
Ar(@1,Y1521)5 ey A @y Yuy2n). Oznaczmy przez Py,..., P, sily dziatajace
na punkty ukladu, a przez my,...,m, masy tych punktéw. Zalézmy,
Zz¢ wiezy 84 obustronne, okre§lone réwnaniami ((I), str.470):

(1) Fj(@1,41521) oy Ty Yy 2y ) = 0 (j=1,2,...,m).
Przesuniecia przygotowane ukladu spelniaja réwnania:
ll,‘ Q_F' aFI . aFJ )W -
(2) 2 <9mi 5;()1"4—9—%51/1'—1— 5% 82i] =0 (j=1,2,...,m).

i=1

Na mocy zasady d’Alemberta ((I1"), str.480) mamy:
(3) Z} P —m;;) Oy (P, —mis) 0y + (Py,—mi2;) 02;]=0.

Réwnanie (3) zachodzi dla kazdego ukladu liezb dx;, dyi, 02,
spetniajgeego uklad réwnan (2). Z rozwazanl na str. 450 wynika, ze
dla kazdej chwili ¢ istnieja takie lezby 4,...,4m, %e beda spel-
nione réwnania (I), str.451 (gdzie zamiast P; nalezy podstawié

P@-x—m@-x@- it. (1.)!

. 'I‘nv oF; .
Pix_mimi+2/ ljgx—;=0,
=t
<, OFj
(4) P;, mwﬁzla'é;:—(”
=1
N, OF L
Pq}z-mizi—l_z/ 2'75%;220 (7‘:1927'--7”)-
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Liozby My Am zalezg od ¢, sa wiee funkcjami czasu; zatem
Mh= 2'1( ) Am= z.m( ) Z (4:) dostajemy:

) m 9F7 .
m®;=P;, +2 i O,

. OF;
(1) m;Y;=P;, +2 Aj 5= ay;’

OF; .
m@z@—P@z—i—z 3t = (i=1,2,... n).
j=1

Roéwnania (I) noszg nazwe réwnan Langrange’a pierwszego
rodzaju. '

Niech sity P; dane beda jako funkecje zmiennych #1,...,2ny #1y..0y2n,t
okre$lajacych polozenie ukladu w chwili . Z réownan (1) i (1) mo-
zemy zatem wyznaczyé niewiadome funkeje czasu xy,...,%., OKre-
élaj@cc ruch ukladu, oraz funkecje Ay=A(t), ... , Aw=Aa(l). Funkey]j
niewiadomych jest tyle, ile rownan, t.j. 3n-m.

Oznaczmy przez Ry, ...,R, sily, ktorych rzuty okredlone sg

réwnofciami:
911 m 91‘{ ) lII‘ 9]1’ . .
2 2 7, Ry= ,ay? R, — zja—zz (i=1,2,...,n).
J=1 j=1
Na mocy (I) i (I1) mamy:
(5) md;=P; +R;, myy;=P; +B;, mig;=P;, +R; (i=1,2,..,n).
Oznaczajac przez p; przyspieszenie punktu 4;, mozemy (5)
napisaé w postaci
(6) mipi= P+ R; (1=1,2,...,n).
7 (6) wynika, ze sily E; sa reakcjami. Jezeli bowiem dolozymy
je do sit dzialajacych, to bedziemy mogli na mocy (6) uwazaé ukiad
za swobodny. A wiec reakeje sg okreslone zwigzkami (II).
Przykltad 1. Niech punkt o masie-m, poddany dzialaniu
sity P, ma pozostawaé na powierzchni o réwnaniu

(7) F(a,y,2)=0.
Roéwnania (I) Lagrange’a przyjmg postac:

S . d Ay 7] oF

(8) mm:Px—l—/lg, my = P,,—{—A ﬁ mz_Pz—i—l—ﬁ.
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Z réwnan (7) i (8) mozemy otrzymaé niewiadome funkcje
ezasu ®,y,2 i A
Roéwnania (8) otrzymaliSmy na innej drodze (por. (I), str. 129).

Niechaj teraz punkt ma pozostawaé na powierzehni ruchome;j
©0 réwnaniu
(9) F(x,y,2,t)=0.
Rownania (I) Lagrange’a beda mialy wéwezas réwniez postaé (8).
Przyklad 2. Niech punkt materialny o masie m ma pozo-

stawaé na kuli, ktérej §rodek jest poezatkiem ukladu wspdtrzednych,
a promien » zmienia sie wraz z czasem t. Niech

{10) r=at+4-7rq,

gdzie liczby a i r, sa dane. Wspédlrzedne punktu spehiajg zatem
réwnanie

(11) 224y 422 —(at+71y)2=0.

Zalézmy, ze na punkt nie dzialaja zadne sity. Réwnania (8)
przyjmg wtedy postaé:

(12) my =2, my = 24y, me =24z,

Z réwnan (12) wynika, ze kierunek przyspieszenia przechodzi
przez poczgtek ukladu wspélrzednych. Zatem ruch bedzie ruchem
srodkowym (str. 86) i bedzie sie przeto odbywal w plaszczyZnie
przechodzgcej przez poczatek ukladu wspolrzednych (str. 87).

Przyjmijmy, ze plaszezyzna ruchu jest p}aszczyZna 2. Zatem
(13) y=0.

Wprowadzmy w plaszezyznie xz wspélrzedne biegunowe 7, g:
(14) T=7CO8 ¢, F=rsing.

Poniewaz predkosé polowa jest stala, wiec na mocy (I), str. 48,
(15) r2p=const.=¢,
skad na mocy (10) ¢@=c/(at+ry)2. Calkujae, dostaniemy

(16) p=—c/(at+7ry)a-+¢,.

Zakladajac, ze dla t=0 jest p=0, otrzymamy z (16) ¢,=¢/r,a
czyli
(17) p=ctfrolat-+r,).

Roéwnania (14), (10) i (17) okreSlaja ruch punktu. Stalg ¢
otrzymamy z (15), znajgc np. dla ¢t=0 predkosé katowa ¢.
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§7. R6wnania Lagrange’a drugiego rodzaju. Zajmiemy
sie obecnie réwnaniami ruchu, w ktoryoh wystepowaé beds tylko
wspélrzedne wogdlnione.

Niech dany bedzie uklad holonomiczny » punktéw material-
nych, ktorych wspélrzedne naturalne wui,...,2,, okredlone sa para-
metrami ¢,,...,q, przy pomocy funkeyj:

(1) x,-:f,'(q17-~-7qk7t)7 ?/i:‘pi(%?"-aqk;t)? z,':"/),'(q”'"’qkat) (i:1727---7%)-

Oznaczmy przez ma,...,m, masy punktow ukladu.

Zalozmy, ze sity dziatajace Pi,...,P, zalezne sa od polozenia.
ukladu, predkosci punktéw i czasu ¢.

Na moey zasady d’Alemberta mamy

(2) 2P i)+ (Py,—mifi) 0y -+ (Py, —m;2)dz;] < 0.
Zauwazmy, ze

,Z;[(Pix_mia'éi)é'”i**“ (Pi,— @%)é% + (P, —m;z;)02;)] =
(3) a n

=2 (Pi 00+ Py, 0y;+ P;, 02;) 2 i (0010942 02;).

Pierwsza suma po prawej stronie rownania (3) przedstawia
prace przygotowanag 'L sil dzialajaeych. Mozemy ja na mocy (VII),
str. 460, napisaé w postaci

(4) (S'L:_ZZ(P“(S(I?@'—F (S/'/q,’f“P 0z; ) VQ} 6%7

gdzie ¢; (dla j=1,2,...,k) sa skladowymi sily uogélnionej. Na mocy

(VI'), str. 460, mamy wiec

W, O 9y Iz :

(%) Qi:Z (.P@-x@_+Piy§J+Piz5é~_ (j=1,2,...,k).
o1 7 ] 7

Tworzge pochodng rownan (1) wzgledem czasu t, otrzymamy

. Owy dw; . Qwy .
(6) &, :—g1+ +“’ K (i=1,2,...,n)

i podobne wzory dla y,2,
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Na mocy zalozenia, rzuty P;,P; ,P; sa funkejami czasu t oraz
zmiennych #i,...,2n, @1,...,%n, KtOre mozemy wyrazié¢ na moey (1)i(6)
przy pomoey zmiennych q,,...,q,, d;y...,4,- Z () wynika wige, ze QJ.
mozemy réwniez uwazaé za funkeje zmiennych g¢u,...,qn G1y.eeyGuy t:
(7) QI,-:QJ'((IU-"’%,’ Qp-'qua t) (j:1727---7k)‘

Pierwszg sume po prawej stronie réwnania (3) mozemy wiec
na mocy (4) i (7) wyrazié przy pomocy wspoélrzednych nogdlnionych.

Zajmiemy sie teraz druga suma, stojaca po prawej stronie
réwnania (3). Z (1) otrzymujemy ((ITT), str. 477):

k

k k
.’I/' SYi vaz,- .
29— a, oy,= Zaq,, oz, = a—qjéqj, (i=1,2,...,n).

11 J=1

Zatem

2'm x,0m,+4-y,0y,+-2,02,) =

(9) m( 25-—6 +J2 y’6q+22' )

i—=1 = j=1
—‘Zk(s 2 .. . c?i éazi_
q 1 19q zaqi iaqj

Na moey (6) mozemy #; (i podobnie 7,2,) uwazaé za funkcje
zmiennych ¢,,...,4,, ¢;,...,4, oraz czasu ¢. Przyjmujac, ze 2; 0znacza
prawg strone réwnosei (6) i ze ¢,...,d, sa odrebnymi zmiennymi,
utworzmy pochodne czastkowe wzgledem ¢,,...,¢,. Otrzymamy:

(10) 9, [d¢, =x,[dq, ..., &%,[9¢,=0un,[lq,
czyli '
(11) o, (94, = dw,[dq; (1=1,2,..,k).

Tworzae pochodne czgstkowe réwnan (6) wzgledem ¢, (i uwa-
zajac przytem ¢,,...,d, za odrebne zmienne), otrzymamy

é)obi 2y, 2y 2y,
q aqlcq [1+ "I’aq k+ ntaq

(12)
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Z drugiej strony mamy

d (Qw,) 9200, 2 w, 9200,-

Poniewaz porzadek rézniczkowania nie wplywa na wynik, wiec
z (12) i (13) dostajemy

’ o%; d [dx;
(14) e %(oq)
Zauwazmy, ze
d e\ . dw . d{dwm
15 Radl DRG] NPTl Rl hbald
1) dt (M g_qj) " %, T dt(aqf) ’

na moey wiee (11) i (14) otrzymujemy stad wzor

e d(z.,a@-) .

16 X =—| 2; — &
(16) Squ dat\ ' g qu

i podobne wzory dla zmiennych y,z. Ze wzoréw tyech dostaniemy
dla dowolnego j:
n A

) E)y _OZI. o
Sofa a2 -

i

(17) , o
) SmfaGyruigese)
i\"i m; z +~l-_
dtz ( 99 q, g, i og,
Energia kinetyczna ukladu wynosi
(18) B=§ Nm(&+ 2+ 2).
E=1

Podstawmy do (18) za @,y,4, prawe strony réwnosei (6) i ana-
logieznych réwnofei dla g,%,. Przedstawimy w ten sposéb E jako
funkcje zmiennych gq,,...,q, G,y... 4t

(19) EZE(%,---,QM qlv"'aqkit)'
Uwazajac 959,t za odrgbne zmienne,.otrzymamy z (19) i (18)
OB o,  dy, 8
55,-:2"""( “iog, Uiz, 941)’

=1

(20)



1§ 7] Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju. 491

.

B\, o5, Y, %,
(21 — = NE 5 ).
(21 3¢, %m( 1 9g, +y'9q +z’c?q'j)
Z (17) dostaniemy na moey (20) i (21)
¢ w, . dy, dz\ d (9B\ 9E
(22 il _=
(22) Z'm'( +I/,q ‘J!“ ,f\q) dt( ,) aq’

=1

skad na mocy (9) )

k

v d (OE\ oK
{23) zm (00, ,0y,+ 7, 0z,) = 2 (qu[;l—t<%é—)~—;q].
- j ;

7 rownan (3), (4) i (23) otrzymujemy

2[ i ‘5“"@+(Pi,,‘“’mi?]i) 8yt (P, —misy) 02] =

i1
CE\ 9K
”2 Oq[ @, dt(ag)Jrag_j]'

7 zasady d’Alemberta (2) wynika wiec, ze

Snfo 4281 e

' Zwiazki (24) i (I) zachodza zaréwno wtedy, gdy parametry

Gy -1 4, 52 zalezne lub nie, jak i wtedy, gdy wiezy sa jednostronne
lub obustronne.

W przypadku wiezéw obustronnych nierownos$é (I) przybiera
postaé réwnosei:

(24)

k

@) 2"5%[@1 dt(@q)+ ]“0'

i=1

Zalézmy, ze parametry sa niezalezne. Zatem 04, .. 0q, sa licz-
. bami dowolnymi. Wynika stad, ze wspolczynniki przy oq; W (I
83 zerami, a wiec Ze

oK

(25) 0 (5) + 3 =" (1=1,2,- )
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czyli
d (OF\ OF . .
(IT) %(@)“@:QJ (=1,2,..., k).
J T
Rownania (11) nosza nazwe réwnan, Lagrange’a drugiego rodzaju.
Wystepuja w nich tylko wspotrzedne uogdlnione.

Z rownaii (I1) mozemy wyznaczyé 15--+39, jako funkeje czasu ¢;
pozwalaja wige one wyznaezyé ruch bez przechodzenia do wspol-
rzednych naturalnych.

Zalézmy teraz, ze parametry nie sa niezalezne, lecz ze muszg
spetniaé zwigzki (17), str. 477:

(25) D (Gyyeeey @y t)=0 (r=1,2,...,8).

Przesuniecia przygotowane 6qj spelniajg zatem réwnosei (IV),
str. 477,

k
0D, .
(26) D S og =0 (r=1,2,...,5).

[ dgq,
7

j=1

Réwnosei (I') zachodza dla kazdego ukladu liczb 6qj spel-

niajacych (26). Z rozwazan podobnych jak na str. 450 wynika,

ze do kazdej chwili t mozna dobraé licaby A, ...A, spelniajace
rownania:

d OB\ & S :
S — —_ __I': :1 2 vee k
czyli -
, d (3B\ R N, 09, o
(11') dt(aq])_@“Q/—f"lé ZI?QT (1=1,2,.., k).

Mnozniki Lagrange’a 1, sa zalezne od czasu, sg wiee funkejami
zmiennej ¢; zatem A,= 4,(t).

Rownania (11') tacznie z (25) pozwalajg wyznaczyé niewiadome
funkcje czasu q,,...,q, i A1)y --s4(t). Réwnarni tych jest razem ks,
t.j. tylez co funkeyj niewiadomyech.

Uwaga. Przy ukladaniu réwnan (I1) nalezy najpierw przed-
stawié K i ¢; jako funkeje zmiennych Gy o3y Gysees Qo t

Aby otrzymad @, podstawiamy we wzorze na prace przygotowang
O L=2(P; o+ Py 0y;+ Py 0%;)  zamiast 0wy, 0, 02;5 24 ;024 G40 Uin 4
wyrazenia, jakie dostajemy z (1), a nastepnie porzadkujemy wedhug
0y -+, 0q,. Wspolezynniki przy dq,,...,d¢, beda skladowymi @, sity
uogdlnione;j. ‘
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Podstawiajac nastepnie we + wzorze na energie kinetyczng

B=}2m (&£ +yi+4-4}) zamiast #,1,3, pochodne, jakie dostajemy,

rozniezkujae (1) wzgledem ¢, otrzym,uny £ jako funkcje zmiennych
qp""qk?(jp--';qk,t-

Wyznaczywszy F i QJ. jako funkeje zmiennych ¢, o1y Gy ooy G by
tworzymy pochodne: é‘E/&ql. oraz Q_E/aq'j 1 wreszeie &df (QE/Bq'j).
Podstawiajac w (II), dostajemy réwnania Lagrange’a.

Rownania Lagrange’a w polu potencjalnym. Zalézmy,
ze sily dzialajace Py,..., P, posiadaja potencjal V w kazdej chwili ¢.
Potencjal V' jest wiee funkcja zmiennych uy,...,2,,¢; ponadto:

(27) P; =V [0w;, P;=V[dy;, P;=3V[, (i=1,2,..,n),
skad na moey (5)
) ”v oV dux; cV 91/, cV % .
- \erticy; Y, °4; q;

Wyrazajae w Vo wspdhrzedne ix,...,2, przez q,...,q, pray po-
mocy (1), mozemy V" uwazaé za funkeje zmiennych ¢,,...,q, i czasu t.
Z (28) dostaniemy wiec
(29) Q;=23V]oq, (J=1,2,..., k).

Z (29)1 (27) widzimy, ze skladowe Q sily uogélnionej wyrazaja
si¢. podobnie jak skladowe sit P, M()/emy wiec V uwazal za
potencial wogolniony sit Q-

Z (I1) i (29) dostaniem d (9E> °F oV czyli
I) 1 (29) dostaniemy — = YA
Yodt oq eq; 9qj
a (eE\ (EL-V) 1
=0 j=1,2,..., k).
0 als) "5 (= 1,2, )

Poniewaz V nie zalezy od pochodnych ¢,...,¢,, wiec E?V/é’q'j:().
Zatem
(31) SE/qu:Q(E—F V)94, (j="1,2,..., k).
7 (30) i (31) dostaniemy
a4 9([0+V))_~9(E+V)

(32) i | ) g,

=0 (i=1,2,...k).

Sume energii kinetyeznej i potencjalu, t.j. F4V, nazywamy
potenciatem kinetycznym.
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Kladae
(33) W=E+4V,
otrzymamy na moey (32)
d oW\ oW .
(T1T) diag)—zg=° (j=1,2,..., k).

Rownania Lagrange’a drugiego rodzaju przyjmuja wiee postaé
(I11) w przypadku, gdy sity posiadajg w kazdej chwili potencjal
(lub — ¢o na jedno wychodzi — potencjal kinetyezny).

Wspolrzedne cykliczne., Wspédlrzedng q; (gdzie j jest
pewng liczbg) nazywamy cykliczng, jezeli potencjal kinetyezny W
nie zalezy od q;, t.zn. jezeli
(34) oW /edg;=0.

Jeieli ¢, jest wspolrzedna cykliczna, wowezas z réwnan (III)

od (e
i (34) otrzymamy ilw('—ﬁ-W):(), skad
) dt cr‘(]].
(35) QW/qu:(a()nst.::c.

Roéwnanie (35) jest rownaniem rézniczkowym rzedu pierwszego.
Jezeli wiec jakas wspélrzedna ¢, jest cykliczna, to odpowiednie jej
réwnanie w rownaniach (I111) Lagrange’a mozemy zastapié réwnaniem
rézniczkowym (35) rzedu pierwszego.

Przyktad 1. Dwa krazki o promieniach R i r osadzone sa
na wspolnej osi. Na krazkach tych zawieszone sg mna niciach
nierozeiggliwych dwa punkty materialne cigzkie A4, i A, o masach
my, 1 my,. Wyznaezy¢ ruch ukladu, przyjmujae, ze nie ma tarcia.

Zatozmy, ze ruch odbywa sie w plaszezyznie
pionowej. Nadajmy osi # kierunck pionowy
w gore. Oznaczmy przez 2, i 2z, wspolrzedne
punktow m, i m, w chwili t, zad przez 2{1iz
w chwili poczatkowej t=0. Niech ¢ oznacza
kgt obrotu krgzkoéw, liczge od polozenia po-
czgtkowego. Przyjmujac kat obrotu za dodatni
przy zwrocie odrekilewej ku prawej, otraymamy:

m* 4
(36) a=21+ Ry, Za==2y—rg. my* Ay

Kat ¢ wyznacza wige polozenie uktadu; mozemy zatem prayjaé
@ zZa parametr.
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Niech I,1i I, beda momentami bezwladnogci kr@zkow wzgledem
wspolnej osi. Energia kinetyczna wynosi
(37) E:é—mlz}—l—.ljmzz'g—}-{,llw +:§-I2w2,

gdzie o oznacza predkodé katowa krazkéw. Na moey (36) mamy
H=Rp i Z=—wrp, a ponadto w=gp. Kladac I=I,+1, otrzy-
mamy z (37)

K= .}(mllf,"’ —+ mgrz —+ l)qb2
Potencjal sily ciezkoéei wynosi
. V= —migz—meages= —mlg(z(f+ pr)-‘ng(zg*rﬁv),
a wiee potencjal kinetyezny W=E-V:

kad W =3B+ ma® 1 1)§* —mag(el + Re) —mag(2i—re),
skad:

(38)  OW/ep=—(mR—mar)g, W /o= (miR’+mar+ D).

Roéwnanie Lagrange’s (1I1), str. 494, ma w naszym przypadku

postad dIaW ‘_Q_W e

(lt( ) dp
wobec (38) bedzie wigc (wz11i2+m§r2+1)¢+ (miR—mar)g=0 ezyli
(39) ¢ = (mar—miR)g/(miR -+ mar” 4 1).

Przyépieszenie katowe jest zatem stale.

7 (36) mamy z1=Ryp i 2;=-—rp; punkty m(bterlalne beda bl(—}
wige poruszaly ruchem jednostajnie przyspieszonym.

W szezegélnosei, gdy R=r, mamy maszyne Atwooda (str.1971376).

Przyktad 2. Uklad zlozony z trzech pretéw sztywnych
04, AB, BC o rownej dlugodei I i rownej masie m ;porusza si¢ pod
wplywem sity ciezkosei w plaszezyznie pionowej I1. Prety sg pols-
czone przegubowo w A i B, za$ unieruchomione w 0 i C, przy czem
0O i C leza na prostej poziomej oraz OC=1.

Obierzmy w plaszezyznie I osie i z,
przyjmujac O za poczatek ukladu i nadajae
osi # kierunek poziomy OC, zas§ osi 2z zwrot ku
gorze. Oznaczmy przez ¢ kat, jaki prety
04 i OB tworza z pionem, a przez 8, 8, S;°
$rodki ciezkodei pretow (przyjmujae, ze lezg
one w §rodkach geometryeznych tych pretow).
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Kat ¢ okresla polozenie ukladu pretéw; zatem ¢ jest parametrem.

Ruch chwilowy pretow 04 i BC jest obrotem chwilowym
okolo O i ' z predkoscia katowsa ¢. Pret AB porusza sie ruchem
postepowym (por. przyklad 1, str. 322) z predkoscia ¢ punktu A,
przyczem |5|=1lgp|. Energia kinetyeczna ukladu wynosi zatem
(40) B=41g>+imp> 512 = (T+ Iml)p?,
gdzie I oznacza moment bezwladnosei preta wzgledem konca.
Wspolrzedne 22,25 Srodkéw ciezkosei 8,,8,,8; wynosza:

2 =— Heosg, Zg=—1CORp, 2g=—LX1lcosy,

zatem potencjal sity ciezkosei

(41) V=—my(2,+ 2+ 25) = 2mglcos p.
Poten(:jle kinetyczny W=IL+4V W‘ynicsie wiec namocey (40)1 (41)
(42) W=+ iml®)p2+4 2mglcos ¢,
skad
(43) IW/dp=—2mglsing, IW/[Cp=2(1+ \ml?)p.
Roéwnania Lagrange’a (111), str. 194, przyjma postad
d oWy 2w
alz) 5 =
na mocy (43) bedzie wiee 2(I-F.mi%)p+2mglsing=0 czyli
(44) ¢:4fﬂ%~’ sin .

Porownujac rownanie (44) z rownaniem wahadla matematycz-
nego ((I), str. 132) widzimy, ze dany uklad pretéw bedzie sie wahal
jak wahadlo matematyeczne o dhugosci (I-+ mi?)/ml.

Przyktad 3. Prosta 1 lezy w plasz- z
czyzZnie pionowej xz i obraca sie okolo /\\
poeczatku ukladu wspolrzednyeh O ze stala
predkodeig katowa . Na prostej I ma
pozostawaé punkt ciezki A o masie m.
Wyznaezyé ruch punktu A.

Oznaczmy przez O’ rzut punktu O
na prosty I, za§ przez ¢ kat miedzy 00’
a osig @ i polézmy p = 00’ = const. Przyjmijmy, ze w chwili
t =0 prosta I ma kieranek osi z. Zatem

(45) ‘ @ = wi.
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Nadajmy prostej [ zwrot dowolny i oznaczmy przez ¢ wspol-
rzedng punktu 4 na osi [, przyjmujac za poczatek punkt O’ tej osi.
Wspdlrzedne = i 2 punktu 4 wynoszg zatem:

(46) r=1pcos wt—gsinwt, z=psin w4 geos wt.

Uktad jest wiee reonomiezny, zad ¢ jest parametrem.

Praca przygotowana wyraza sie wzorem ' L=—mgdz (0§ z ma
zwrot pionowy ku goérze). Poniewaz na mocy (46) jest dz=735qcoswt,
wiec d'L==—mgdqcoswt. Sila uogdlniona wynosi zatem

(47) () = —mg cos ot.

Obliczymy teraz energie kinetyczna K. Rozniczkujac (46),
otrzymamy:

Z=-—(pw—+ q§)sin wt—qw cos wt, 2= (pw-¢)cos wt—qw sin wt,
zatem
(438) E=im(a*+ ) =im{(pow+¢)*+ ¢*0?],
skad
(49) QB /[9q=mqo?, AE/[d¢=m(pw-g).

Na moey (I1), str. 492, réwnanie Lagrange’a ma w naszym

, d (2E\ JE i .
przypadku postacé i (—a—q) — gé’_Q’ skad na mocy (49) 1 (47)
otrzymamy mq —mgw?=-—mgcoswt czyli
(50) G —qw?*=—gcos wl.

Roéwnanie jednorodne §—qw?=0 ma rozwigzanie ogoélne
g=ce%f-cee—l, gdzie ¢ ie, 33 stalymi dowolnymi. Rozwigzaniem
szezegolnym rownania (50) jest, jak latwo stwierdzié, g=gcoswt/2w?.
Rozwigzaniem ogdélnym réwnania (50) jest wiec

), (D g A
(51) q= ¢} ¢y ’+%3005wt.
Stale ¢; i ¢, wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.
Roéwnania (46) i (51) wyznaczaja ruch punktu

Uwaga. Ciezar ma potencjal V=—mgz, zatem na mocy (46)
V=—mg(psinwt+ gcos wt). Potencjal kinetyczny W=E-+V rowna
sie wieec na mocy (48)

(562) W=lm[(pw+ §)2+ ¢2wt]—mg(p sin wt + ¢ cos wt).

S. Banach. Mechanika. 32
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Na mocy (ILT), str.494, mamy — 7 (9W> 9;;[7 0, skad na mocy

(52) otrzymamy réwnanie (50).

Przykltad 4. Dwa punkty materialne ciezkie 4 i B o ma-
sach m-+p i m zawieszone s na korncach nici nierozciagliwej i nie-
wazkiej, przewinigtej przez krazek (maszyna Atwooda, str.197 i 376).
Po stronie cigzarka B porusza sie wzdluz nici owad (' o masie u.
Oznaczajge przez h rzut wektora BC na of z majaca poezgtek
w §rodku krazka i kierunek pionowy w dél, mamy

(83) h=f(t),

gdzie f(t) jest funkcja dang. Wyznaczyé ruch ukladu punktéw
A,B,C.

Niech #z,z2,,2; beda wspélrzednymi punktéow
A, B,(, 1 dlugodcia nieci, » promieniem krazka, a
I momentem bezwladnofei krgzka wzgledem $rodka.
Przyjmujae za parametr ¢ wspolrzedna z;, mamy:

(54) a=¢, a=l—g—rr, zH=l—g—ra+f(),
skad dz=0q, On=-—0q, Orz=—4dq. z

Praca przygotowana sit ciezkofei rowna jest e

O'Li=(m— ) 462, + mgoz,-+ ugodzg= (m - 1) o4 —mgdq — ugdqg=0,

zatem sila uogdlniona jest

(b5) Q=0.
Energia kinetyczna K wynosi
(56) E=§(m+p) 8+ dmé + L pg2 4 $1o?,

gdzie o oznacza predkosé katowa krazka. Z (54) mamy:
(57) h=q,  H=—d,  G=—q+].
Poniewaz r|w|=|%|=|j|, wiec w?=§*/r?, skad na moey (56)i (57)

=Y(m+p) @+ tmg®+ Lu(d—f)2+ L I¢2)re.
Stad

(58) A e e T
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Réwnania Lagrange’a (1), str. 492, przyjma postaé
d (0E\ JFE
dt( ) =Y

7 Na mocy (55) i (58) Otrzymu]emy stad
(59) (2m A2+ I [r®) §— p f=0

i po scatkowaniu

(60) (2m+ 20+ 1 fr2)g — uf() = eyt + €.

Stale ¢, i ¢, wyznaczymy z danych poczgtkowych.
Zalézmy, ze w chwili poezgtkowej t=0 bylo:

(0)=0,  [(0)=0,  z=g=gp  4=g=0.
7 réwnania (60) i jego pochodnej otrzymamy:
(61) ey=(2m—~+ 2+ 1/r%)q,, 6 =0.

Kladae k=2m-+2u+ I/r?, dostaniemy z (60)1i(61) q:%f(t)+q0,
a zatem na mocy (54):

k—
(62) a=Ei0+a,  w=l—rm—get = L),

Poniewaz k—u>0, wiec z (62) wynika, ze jezeli owad C bedzie
sie wspinal po nici w gore, to ciezarek A bedzie réwniez wznosit
sie w gore. W chwili, gdy owad dojdzie do krazka, t.j. do
wysokos$ei z3=0, bedzie, jak wynika z (62),

7]
B =4qo— #_Id (l—rm—qy).

Przyktad 5. Punkt materialny A o masie m porusza sie
w plaszczyﬂue @y pod wplywem sily §rodkowej P, ktorej rzut P
na promlen wodzgey OA (gdzie O oznacza poczatek ukladu wspél-
rzednych) jest funkeja odleglo§ci r=04 i wynosi

(63) P=f(r)

WprowadZmy wspdirzedne biegunowe r,q. Wbpolrzedne 2,9
punktu 4 wyrazg sie wiec wzorami:
(64) T=7CO8 ¢, y=rsing.

Wspolrzedne biegunowe r,p 83 zatem parametrami niezaleznymi.
32*
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7 (64) otrzymamy po zrozniczkowaniu:
& =7 008 p —r@sing, Y=7sing-4 recosg.
Energia kinetyczna wynosi wige
(65) B=Jm(?-§?) = fm(r+ rig?).

Poniewaz pole jest grodkowe i sila zalezy od odleglodei, wiec
pole jest potencjalne (str.102). Zatem na mocy (63) i (3), str. 103,
potencjal wyniesie
(66) V= [ Par= [ f(r)dr,

a potencjal kinetyczny W=FE-+V, na mocy (65) i (66),
(67) W==1m(i%+ r2¢?) + [ Pdr. ~

Poniewaz potencjat kinetyczny W nie zalezy od ¢, wiee ¢ jest
wspoélrzedna cykliczng, skad (str.494) oW /dp=const. czyli

(68) mr3p = const.

Réwnanie Lagrange’a dla wspdlrzednej » ma postaé ((111), str.494,
z v zamiast ¢))

d (oW oW
(69) @\ e "
7 (67) dostajemy
(70) MmF—mrp?—P=0m

7 (68) mamy ¢@=const./mr?=c¢/r?, gdzie ¢ jest pewng stalg.
Wstawiajac te warto$é ¢ w (70), dostaniemy m(r —c2/r¥)=P czyli

r—e2[r3=f(r)[m.

7Z powyiszego rownania mozemy wyznaczyé¢ r jako funkcje
czasu t.

Przyktad 6. Ruch punktu na powierzcechni obrotowej.
Krzywa lezaea na plaszezyinie xz o réwnaniu

(71) ' z=f(x),
zatoczyla obrét okolo osi 2, tworzac powierzchnie obrotowa 8.
Réwnaniem powierzehni § jest wiee rownanie

(72) e=f(fz2-y?).
Wprowadimy wspélrzedne biegunowe r,¢ w plaszezyZnie xy.
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Wéwezas:
(73) T=7C08 ¢, y=rsing, g=f(r).

‘Zmienne r, ¢ 83 wiec parametrami niezaleznymi.

Na powierzchni 8 ma pozostawaé punkt materialny o masie m,
poddany dziataniu sity P. Wyznaczyé réwnania Langrange’a
drugiego rodzaju.

Wyznaczymy najpierw sily unogélnione. Z rownan (73) mamy:
(74) dw=orcosp—rdpsing,  Sy=~rsing--rdpcosy, dz==f"(r)dr.
Praca przygotowana wynosi
(75) 8'Li=P.dx-+ P,oy+ P.dz.
Podstawiajac (74) w (75), otrzymamy
(76) O'L=(P.cos¢+ Pysing-t P.f'(r))or+(— Pcsing-++ Pycos ¢)rip.

Wspélezynniki stojace przy or i dp sy silami uogdlnionymi.
Oznaczmy je przez ), i ¢,. Zatem:

(77)  @Q,=P.cosp+ P,sing-+ P.f'(r), Qp=(—P.sing+ P, cosp)r.

Przejdziemy teraz do wyznaezenia energii kinetyeznej.
Rézniczkujac (73), dostaniemy:

(78) @=rcosp—rpsing, g=7rsing-+rp cos g, g=f'(r)y.

Energia kinetyczna FE wynosi E=l!m(2?+ ¢%>+22), skad na
mocy (78)

(79) B=\m[(1+f2(r))i*+ r?p?],

a stad

(80) OB [r=m[f (r)f" (r)F*+ 192, dE[2p=0,
(81) QB[ =m[1-+[*(r)]F, IB[op = mr?p.

Z réwnan (11), str. 492, kladac ¢,=r, ¢,=¢, ¢,=0, @,=0,,
otrzymamy na moey (80) i (81):

(52) m L FHNF il () ()7 )=
(83) md(r3p) jdi=10,.

Sity uogélnione @, i §, podane sy wzorami (77).
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Przyjmijmy, ze ruch odbywa si¢ w polu potencjalnym, np.
w polu sil cigzkosei. Potencjal bedzie wowezas V=—mgz (gdy of 2
ma zwrot pionowy ku gorze). Na moecy wiéc (73) mamy
(84) V=—myf(r),
skad dla potencjalu kinetycznego W=KE-+V:

e M = 5,7 % T

Wynika stad, ze wspéirzedna ¢ jest cykliczng. Réwnania (TTI),
str 494, przyjmsg dla wspolrzednej r postaé
d g . ! ’r - y ’
(85) QPO 0 ()i rg—g f (1)]=0.
Poniewaz ¢ jest wspélrzedng cykliczng, wiee W /dp=const.
czyli

(86) r2p = const. = ¢.
Z twierdzenia o zachowaniu energii catkowitej (str.107) wynika,
ze F—V=const., wiec na moey (79) i (84)

(87) [1-+F2(r) ]2+ 1292+ gf(r) == const. = ¢,.

Z roéwnan rzedu pierwszego (86) 1 (87) mozemy wyznaczyé
ruch punktu.

Przyklad 7. Wgspdlrzedne biegunowe. Ruch punktu
materialnego swobodnégo A(x,y,2), poruszajacego sie pod wplywem
sity P, zbadamy w ukladzie biegunowym »,9, ¢,
gdzie r=04, O oznacza poczatek ukladu wspél-

rzednyech (r,y,2), 9 jest katem wiedzy 0A P
a osig 2, za$ ¢ miedzy osia x a rzutem OA’ B

odeinka OA na plaszezyzne xy.

Mamy: @ T
. . . s LY
(88) w=rsindcosg, y=rsindsing, z==rcosd.

A/
Poniewaz punkt materialny jest swobodny, wiec parametry
¥, ¥, ¢ 84 niezaleine. 7 (88) dostajemy:

¥
!
|
l
I
|
|
i
|
I
1
|

da == 0r sind cos ¢ - rdd cos & cos ¢ —rdp sind sin g,
(89) Oy == dr sin® sin ¢ + 109 cos ¥ sin ¢ -+ rdp sind cos ¢,
02 = 0r cos P-—rdd sind.
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Praca przygotowana réwna si¢ 6'L=P.éx+ P,dy+ P.dz, skad
na mocy (89)
(90) 0'L=(Pysindcosp+ P, sindsing-+ P, cos P)ér+ r(P.cosdcos g+
+ Pycosdsing — P,sind)dd + rsind (— Pysing + P, cos ¢)dp.
Wspélezynniki przy or, 04 i dp sa skladowymi sily uogélnione;j.

Oznaczmy je przez Q. Qs i Q,. Zatem:

Qr=P,sind cosp 4 Py, sind sing + P, cosd,
(91) Qs=r(P,cosd cos g+ P, o089 sin p—P,sind),
Qp=rsind(— P, sing+ P,cose).
Niech II bedzie plaszezyzna przechodzaca przez 04 i o§ z. Poprowadsmy
z punktu 4 prostopadle do OA osie 6,8: o§ 6 w plaszezysnie 71, zaé 0§ @ prosto-
padle do 7. Nadajmy osiom zwroty w kierunku wzrostu katéw &, ¢ i oznaczmy
przez Pr’Pﬂ’Pw skladowe sily P w kierunku osi 04, 6, &. Latwo wykazaé, e
na mocy (91) jest:
(92) Q.=P, Qo=1Pg, Qq)u rsin P(p.

Energia kinetyezna. wynosi F=im(#*+ 52+ £%). Pochodne
9,4 otrzymamy z (89), piszac #,8,¢ zamiast dr,0%,0p. Podstawiajac
otrzymane wartodci, dostaniemy

(93) E= tm (724 r2g2sind + 1292),

skad-

(94) JE/dr=mr(¢*sin?d192), IE[d0=m2¢?sind cosd, IE[d¢p =0,

(95) OB/ =ms, BV =mr?, B[P = mr?p sin2d.
Przyjmujaec w réownaniach Lagrange’a (I1), str.492:

q,=Tr, 9=, Q_3:07

dostaniemy na mocy (94) i (95):

mr —mr(p?sind -+ 92) =qQ,,
d .. .
(96) m 3, (12 sin*d) = Qy,

m% (126) —mrip? sind cosd == Q.

Rownania (96) s3 réwnaniami ruchu we wspolrzednych
biegunowych przestrzennych,
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§8. Roéownania kanoniczne Hamiltona. Niech Qpsr
bedg parametrami niezaleznymi. Energia kinetyczna E jest w ogél-
nym przypadku funkejg zmiennych g¢,...,q, Gp9--s4, 1 czasu t.
Uwazajac te zmienne za niezalezne, poldézmy

(I) 2P (1=1,2,..., k).

i

Wyrazenia (1) nazywamy smpulsami wogdlnionyma.

Na mocy (I), p, sa funkcjami zmiennych gq,,...,q,, Gry-ees Gy b3
mozemy wiee napisaé
1) Pi=Pi(Gyy sy s oves oy 1) (1=1,2,..., k).

Mozna udowodnié przy dosé ogélnych zalozeniach, ze réwna-
nia (1) dajg sie rozwigzaé¢ wzgledem zmiennych G-y 4, Zatem

(2) (].j:q;j(ql;---7qk7p17--~7pk7 t) (1=1,2,..,k).

Potencjal kinetyczny W=FE+V jest funkejg zmiennych
GQyy-9 4, ql7 -"9qu t:

(3) W=F(q s @y Gy ey G 1)-
Podstawiajac (2) w (3), dostaniemy
(4) W=F(qyy ey Qs Pry e P 1)-

Funkeja F jest wiee funkeja zlozong z funkeji F za posre-
dnictwem funkeyj @;. 7 twierdzenia o rézniczkowaniu funkeji
zlozonej otrzymamy:

) oF oF 9RO,  aF
(%) aqi g, +2 oq; Qq T 2
-1

Poniewaz V nie zalezy od pochodnych Gps ey Gy WiCC 9V/9_q'j=O;
z uwagi na to, ze W=V+FE, mamy

(6) OW (2, =2T/eq,.

l ﬁé

(i=1,2,...,k).

Q)

_q.
p,

Na moey wiee (1)1 (3) mamy QF/oth Z (5) dostaniemy
zatem:

91# 2 F 2»" 24

- A\ v . A _] . X

(‘) pln g_pl* p,ap (7’—1797 ’k)’
=1 !
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Polézmy
K
(IT) H:i;lquj_w

i przyjmijmy, ze ¢, 1 W sa funkejami zmiennych ¢,,...,q,, py, .-, Pp &
t.zn. ze oznaczaja funkeje (2) i (4). Wowezas

k —
3) H=3p,i, .
i
Tworzae pochodne czastkowe, otrzymamy z (8):

k
9) ‘9—”—2‘ ,c—r— ——1+2‘p, G

na mocy wiec (7 )

”F

(10) OH[dg ~=—dF)3q, OH|3p,= 4.

Roéwnania Lagrange’a (II1), str. 494, maja postaé

oW oW .
(11) dt( ) @7:0 (G=1,2,.... k).

Na mocey (1) i (6) jest EW/Sq'l.:pj. 7 rownania (11) dostaniemy

(12) p,=3W/dq, (i=1,2,..,k),
skad na mocy (3) EJF/qu.:pj, a wiee na mocey (10):

. OH . °oH .
(I1IT) pi:—qu', .——_5]5—.—' (i=1,2,..., k).

Roéwnania (LI11) nazy wamy rownaniams kanonicznymi Hamiltona,
a funkeje H funkejq Hamiltona.

Zmienne p; czyli impulsy wuogdlnione sa wiec okredlone
rownaniami (1), a funkeja H réwnaniami (II). W réwnaniach
(ITI) funkecja H jest funkejg zmiennych ¢,p,t. Réwnania (IIT)
tworza zatem uklad réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego, gdzie
funkejami niewiadomymi sa ¢, i p, jako funkcje ezasu i.

Badanie ruchu ukladow posiadajacych potencjat sprowadza sie
wiec do badania réwnan rozniczkowych postaci (I11). Stad nazwa
réwnan kanonicznych.
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Uklady skleronomiczne. Zalézmy, ze uklad jest sklero-
nomiezny. Na moey (I), str. 504, mamy wiec

k k
{13) ’ 2‘1”1 9};2‘ %g—, gj-
J=1 =1
Niechaj wspélrzedne naturalne wyrazone beda funkcjami:
(14) 2 =f(qy-9) ¥=0dp-0) 2=v{dp-4q) (=1,2,..,n).
Zatem

dx; om;
(15) &= %ﬁ+ + g

Tworzac pochodng czastkowy wzgledem . dostaniemy:

G

(16) 99&i/9qj:9wi/9qj i podobnie 9y,[3¢,=dy,[dq, 03%,/df = dz,/q,.
Mamy
1N oo
(17) B=5 >m (@452 +2),

=1

am O ( 93, ay' _ Oz'i)
AT = n Z.AT

skad na moey (16)

q f\
aq —2 ( Iag q + i ﬁ )
a stad
k
A_‘ﬁ o
j=1 quqj
- du, o, Y, dy, 2, dz, .
zm[ ( 2 et q,,)ﬁ/(‘a—qlqﬁ ot qk)+z( qlq1+...+aqqu)].
& QE n
r Hee (15) iest YL L N 2 2 | A%
Na mocy wiee (15) jest ,21 20,0 121 m, (&2 + g2 + &%) =2H,
skad na moey (13)
k
(18) 2 0 d=2k.
=

Z (LI), str. 504, i (18) dostaniemy
(19) H=2FE—W.
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W mys$l okredlenia ((33), str.494), mamy W=E--V, gdzieV
jest potencjalem. Z (19) wynika wiee, ze
(20) H=E—V.

Ot6z E—V jest energig calkowity ukladu.

A wiee: w ukladach skleronomicznych funkeja Hamiltona H
oznacza energie catkowitq wktadu.

Zalézmy, ze potencjal V nie zaleiy od czasu. H jest wtedy
funkejg tylko zmiennyeh ¢,,...,q,, pyy..-y P, Zatem

k
(21) Z(QH +9p )

2 9
Z rownan (ITI) otrzymujemy Hq -+ Z;I — 9,4, + 4,9, = 0,
{

skad na mocy (21) dH/dt=0 (,zyh H = const.

UdowodnilisSmy wiec, ze jezeli uklad skleronomiczny porusza
sie w polu potencjalnym, to podlega zasadzie zachowania energii
catkowitej.

Przyktad 1. Punkt materialny swobodny o masie m porusza
sie w polu potencjalnym o potencjale V.

Przyjmijmy za parametry wspélrzedne naturalne #,y,z2. Impulsy
uogélnione okreslone beda zwiazkami (1), str.504, jezeli za g¢,,q,4,
podstawimy x,y,2. Zatem:

(22) p, =B, p,=3E /[y, p,=0E/[c%.
Poniewaz F=Llm(i?+} y2+4?), wiec:

{23) P, = M, Po= MY, Py=mZ.
Widzimy stad, ze p,,p, P, Sa rzutaini pedu na osie ukladu.
Wyznaczajac z (23) #,y,%4, otrzymamy.

1 ; N ,
(24) B g (B3 PR 3).

Poniewaz uklad jest skleronomiczny, wiee funkecja Hamil-
tona H oznacza jego energie calkowita. Zatem H =BV, skad
na mocy (24)

1 .
H:M(pHpéJr pi)—
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Stad JH/dp,=p,/m 1it.d., H/2x=—2V/dz it.d. Row-
nania (I111) Hamiltona przyjma wiec postaé:

(25) P=3V[3n, =3V, =3V,
(26) &= py[m, y= po/m, ‘ &= py/m.

Wyznaczajac pq,paps 2 (26) 1 wstawiajac w (25), otrzymamy
rownania Newtona:

mi =V | o, mij =V | dy, mé =3V | dz.
Przyklad 2. Punkt materialny o masie m ma pozostawaé

na powierzchni walca obrotowego x2--y2=r2. Na punkt dziala
sita sprezysta P o rzutach:

(27) Pi=— k*mz, Py=— k*my, P,=— k*>mz,
gdzie k jest pewna stalg.

Sita sprezysta — jak latwo stwierdzi¢ — posiada potencjal
(28) ' V= — 1k2m (@24 y2 -+ 22).

Wprowadsmy w plaszezyinie xy wspoélrzedne biegunowe 7, ¢.
Zatem x=reosp i y=rsing, skad wobec r=const. mamy
3&2_}_ 92:7-2(;)2.

Energia kinetyczna réwna sie wiec
(29) E=1m(@*+ 5>+ %) =Lm(r2p?-+£2).

Zmienne ¢,z mozemy przyja¢ za parametry niezalezne. Ozna-
czajac przez p, i p, odpowiednie impulsy uogélnione i piszac ¢,z
zamiast ¢, ¢, otrzymamy z (I) 2E/p=p, i 2E[d¢=p,, skad na
mocy (29):

(30) Pr=mr’gp, Pr=mz.

Wyznaczajae ¢ oraz # z (30)1 podstawiajac w (29), otrzymamy

1 . .
[P} /r*+ P

“om
Na mocy (28) jest V=— Lk2m (r2+2?), wiec funkcja Hamiltona
((20), str. 507) przyjmie postad
31 H=FE—V= 1 [p2/r2+p2] 172 (r242?)
(31) = ~om P,/V-i—pg +25’m .
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Réwnania Hamiltona (I11) sg zatem:
h=—3H|dp,  py——0H|s,  ¢=3H[dp,  +=3H[dp,
a wiec na mocy (31):
(32)  $»=0, Py=—k*mz, P=1p, [ mr?, d=py/m.

Dwa ostatnie z réwnan (32) réwnowazne sg réwnaniom (30).

Pierwsze z réwnan (32) daje p;==const., wiec na moey (30)
jest mr2p=const. czyli @=const. Rzut punktu na plaszczyzne
poziomy bedzie wiec obiegal podstawe walea ruchem jedno-
stajnym.

Drugie z rownan (32) daje na moey (30) me=—k?mz czyli
#4-k%=0. Poréwnujgc je z réwnaniem (2), str. 112, widzimy,
ze rzut punktu na o 2 bedzie wykonywal ruch harmoniczny
prosty.




