ROZDZIAL X1

ZASADY WARIACYJNE MECHANIKI

§1. Wariacja bez wariacji czasu. W tym paragrafie
podamy niektére wiadomogei z rachunku wariacyjnego potrzebne
do zrozumienia nastepnych rzeczy.

Wariacja funkeji. Wezmy pod uwage ruch punktu po osi «,
okreglony funkcja
(1) x=ux(t) (to<<t<Yy).
Niech dana bedzie funkcja .
(2) T=F(x,#,t),
ciggla i majaca pochodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu
cigglte w pewnym obszarze D zmiennych x,%,¢.
Wezmy nastepnie pod uwage dowolny ruch po osi x, okreslony
funkeja
(3) F=7(1) (ty<t<ty).
Zaltoézmy, ze mozna dobraé¢ taka liczbe >0, ze jezeli:
(4) w(t) —at)<e,  fa)—i)<e (ty<t<ty),
to funkeja T i jej pochodne czgstkowe beda funkejami ciaglymi
w przedziale {ty,t,>, gdy za x i & podstawié w (2) odpowiednio Z(t)i Z(t).
Pol6zmy:
(5) dx=x—u, dk=T—i,
gdzie x i ¥ oznaczaja funkcje x(t) i z(t). Zatem ox i 0% s3 funkejami
czasu t, okreflonymi w przedziale {fy,1,>.

Nalezy zwrécié uwage na réznice w znaczeniu symbolu dx w rozdzia-
lach IX i X a obecnie. Poprzednio symbol Jz oznaczal liczbe, obecnie za$
funkeje czasu f{.
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Na mocy () mamy:

(1) agz:?’_%stﬁ,
(6) F=1x+ b, T=d+ Od.
Niech

T=F(&,%,t)=F(x+ 0w, &+ 62,t),

gdzie x oznacza funkeje (1), za$ ox okreslone jest przez (5). Ze wzoru
Tylora dostaniemy

.
(1) T—T=F(@+ ow,&+ 0&,1) —F(w, &, )= ;fa +9 &+ R.

Reszte R mozemy napisa¢ w postaci
(8) R—(|oa] + |,
gdzie n jest funkejg czasu t i zalezy od x,dx, 0%, przyczem z dazy
jednostajnie do 0, gdy funkeje dz i 64 réwniez daza jednostajnie
do 0. Jezeli wiec i |64 sa male, to |y jest male, a zatem

|R| jest male w wyzszym jeszcze stopniu. Wyrazamy to krécej,
moéwige, ze R jest ,mieskonczenie mate” w poréwnaniu z |dx|-+ |64

Polézmy
o eT or .
(1) o1 = S -+ ﬁéx.
Na mocy wiee (7)
(9) T—T=6T+R.

Wyrazenie 67 nazywamy wariacjq funkeji T=F(x,%,t) w miej-
sew x=ux(t) lub dla funkeji xr=ux(t).

We wrzorze (II) funkeja dx jest dowolng funkeja czasu, majaca
pierwszg i1 druga pochodng ciagla w przedziale <¢,t>. Wynika to
z (5), gdzie Z jest dowolng funkeja, majaca pierwsza i druga po-
chodng cigglag. Symbol 62 oznacza na mocey (I) pochodng funkeji dz
wzgledem czasu f.

Wariacja 6T zaleiy wiec od funkeyj « i 609

Dla odréznienia bedziemy nazywali dx wariacjq zmiennej (lub
funkeji) x niezaleinej, a 8T wariacjq zmiennej (lub funkeji) T zaleinej.

Ruch za§ Z=7Z(t)=wx+ dr nazywaé bedziemy ruchem pordw-
nAWCLYM.
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Wariacja 0T oznacza wiec w przyblizeniu przyrost funkeji 7,
gdy od punktu w chwili ¢ w ruchu danym przechodzimy do punktu
w tejze chwili ¢ w ruchu poréwnawezym. Réznica R miedzy wa-
riacja 6T a przyrostem prawdziwym 7 —T jest na moey (8) ,nie-
skoniezenie maly“ w poréwnaniu z sumg || 1|4

Poniewaz badamy przyrost funkeji 7' w ruchu danym i poréwnawczym
w tej samej chwili {, wiec wariacje 67 nazywamy réwniez wariacjq bez wa-
riacji czasw, dla odrdéznienia od innego rodzaju wariacji, ktérg poznamy pézniej.

Wariacje 671’ otrzymujemy, tworzgce formalnie rézniczke funkeji
F(x,2,1) przy zalozeniu {=const. (t.zn. dt=0) i piszac nastepnie
d zamiast d. Czesto zamiast 67 piszemy O6F(x,4,t) lub krotko OF.

Przyklad 1. Niech
T =ax*+ 2%+ yt2,
gdzie a,f,y sa stalymi. Mamy:

T or
%:Z(Z@, 5;—2[3.11,

zatem na mocy (II)
8T = 2ax dx+ 2p%t oz,
gdzie dx jest funkeja dowolng.

Wariacja calki. Weimy pod uwage catke

t
(10) [= [ F(w, &, t)dt
;l)
i niech
4]
I=[P(z+ dw, & od,t)dt.
fy

Mamy

1
T—I= [[F(a+ ow, i+ o, 1) — F(w,d,1)]dt,

ty

na moey wiec (7) i (IT)

(11) Ivlz./flap dtf/é}f di.

[ ty

4
Wyrazenie [ OFdt nazywamy wariacjq catki (10) i oznaczamy
ty

przez 4.
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A wige, w mysl okreslenia
l.| t'l
(I11) 8L =20 [ Fdt= [ oF t.

t [

Podobnie jak poprzednio wariacja ecalki (10) przedstawia
W przyblizeniu przyrost catki, gdy od ruchu danego przechodzimy
do ruchu poréwnaweczego. Réznica miedzy przyrostem prawdziwym
a wariacjg O jest ,nieskonczenie mala“ w poréwnaniu z |dx|- |64

Wariacja pochodnej. Niech dana bedzie funkeja
(12) x=D(q,t).
Zalézmy, ze g jest pewng funkeja czasu ¢, wiec
(13) q=q(t) (ty<t<ty).

Uwazajac ¢ we wzorze (12) za zmienng funkcje niezalezng,
otrzymamy na wariacje zmiennej zaleznej x wzor
dx
14 0x==—0
(14) 5400

gdzie dq oznacza dowolng funkcje ciagla wraz z pierwsza i druga
pochodng w przedziale <t,,t,>.
Utwérzmy pochodng (12). Dostaniemy

. Qx dx
J*MQ'F ot 3

wariacja 0% tej funkeji wynosi wiec
L. % oz

Z uwagi na to, ze na mocy (12) pochodne Jdx/dq i dx/9t nie
zalezg od ¢, gdyz x nie zalezy od ¢, otrzymamy

2 2
S (Qw d%p

(15) 20 1 55 Haq

Tworzac pochodng (14) wzgledem ¢, dostaniemy

; d(dx) (92 Q2
7 (N 8t> % +9q
skad na mocy (15)
, . d(0x)
(16) hx_——(lt

S. Banach. Mechanika. 33
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Poréwnujac (16) ze wzorem (I), widzimy, ze oba wzory maja
te samg postaé. Réznica lezy w tym, ze we wzorze (I) » jest zmienng
niezalezng, za$§ w (16) zaleina.

Wzoér (1) zachodzi wiee niezaleznie od tego, c¢zy x jest zmienng
zalezng, czy niezalezng. Wynika stad, ze wariacja jest przemienna
z pochodng, t.zn. ze otrzymamy jeden i ten sam wynik, tworzac
najpierw wariacj¢, a potem pochodna, lub na odwrét.

Wariacja funkeji zlozonej. Niech beda dane funkeje:
(17) T=F(x,i,1),

(18) &= D(q,1).

Przyjmijmy, ze ¢ jest funkeja zmiennej ¢:

(19) q=1q(t) (Ly<<t<ty).

Tworzac pochodng (18), otrzymamy

x
q

Podstawiajac w (17) zamiast » i & ich wartodci z (18) i (20),
otrzymamy 7 jako funkcje zmiennych ¢,q¢,¢ czyli

(20) + at

A
c
“2q

(21) T=¥(q,q,1),
a wiec jako jej wariacje

ar
(22) 6T=—6 + ql

7 twierdzenia o pochodne] funkeji zlozonej otrzymujemy:

23 ar QT?_a_c "_Tg oar are T @ ax
(23) dqg Oz cq+9x oq 9§ o 9q 9 o’
a na mocy (18):

dw
24 ~,=0.
(24) 5

Podstawiajac (24) w (23), a nast¢pnie w (22), otrzymamy

m (9T 3z T 92 T ¢ ar T o oT 995
““‘(%m*%ag +9xcqq 900( ) ( +9(_] )

é)q LTy oF
Yiatwo stwierdzié, ze wyrazenia w ostatnich dwéch nawiasach
sg wariacjami funkeyj (18) i (20), r(’)wnaj@ sie wiec ox 1 dx. Zatem

3
(25) (S”:—fé +
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Wzor (25) przedstawia ‘wariacjg funkeji ztozonej (21), przy-
czem dx i 0% oznaczajg wariacje funkeji (18) i (20). Zauwazmy, ze
(25) przedstawia réwniez wariacje funkeji (17). Widzimy stad, ze
wzor (25), t.j. wzoér (1I), str. 511, zachodzi niezaleznie od tego,
czy « jest zmienna funkeja zaleing, czy niezalezng,.

Podobnie dla rézniczki przy t= const. wzdr

T oT .
dT= — dr+—dz
cx %

zachodzi niezaleznie od tego, czy x i 2 sa zmiennymi zaleznymi, czy nie.
Zauwazmy, ze we wzorze (25) dZ jest na moey (16) pochodng dz.

Uklady punktoéow. Okre§limy teraz wariacje w przypadku
ukladu punktéw.
Niech bedzie dany uktad » punktéow materialnych

A, yy2)y o oy AulZuyYny2a).

Wezmy pod nwage dowolny ruch ukladu (zgodny z wiezami
lub nie), okreslony funkcjami:

(26) wp=mi(t), Yi=wi(t), zi=zl(t), (h<t<ty, i=1,2,..,n).
Niech bedzie dana funkecja
(27)' T;F(wl,...,a;,,, YisevesYny By ovvyBny Llyevy By Ylyoeey Yy 1y .unyfnyt)-

Wariacjq funkeji (27) dla ruchu okre§lonego funkejami (26)
nazywamy wyrazenie
o7 or T or or or
(3,’[’:%— oy -+ ...+a—~6w,, +7—6yl+ —f—r Yu +—-6zl+ ~—i—A— 02, +
(28)

“T orT 1 91
+ g Mty 6x,,+ 6u,+ a0t ay o4t +9 Ony

co piszemy krocej

) ) 811 rv 9 v rv arrv . '\7 )] .
(IV) 6T== —~61/,+ o1 - OY i+ A 1 é~,+ l o0&+ —l.éyi+iézi )
9 ,’ Qy, az;
i=1
gdzie dx;, 0y, 62; wa dowolnymi funkcymn ciaglymi wraz 7 pierwsza
i drugag pochodng w przedziale {ig,t,>, prayczem:

1(3’/,‘ .. 1(3,
(V) C%lf ) = Oit, (vl) d(0z:)

i :(3,2’, ('1?:1,2,...,%).

== 0y,

33*
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Pochodne 3dT/ox, ...,dT[3%4, sa pochodnymi eczastkowymi
funkeji (27), w ktérych zamiast i,...,4, podstawiono odpowiednio
funkeje (26) i ich pochodne.

Podobnie jak poprzednio wariacja 071 oznacza w przyblizeniu
przyrost funkeji 7', gdy od polozenia ukladu w chwili ¢ w ruchu
danym przechodzimy do polozenia ukladu w tej samej chwili ¢
w ruchu poréwnawezym:

.’E’:.’I}i—f— 6.%‘,', ;lji—_—-yj—‘i_ (Sy,‘, z';:z;—{— 621' (7::1,2,...,%).
Réznica miedzy przyrostem prawdziwym a wariacjg jest — jak
latwo okazaé — ,nieskonczenie mala“ w pordéwnaniu z sumg

(10w + |0y 4|02 +- [0 4107 0.

Zauwazmy, ze wariacje 6T otrzymamy, tworzge rdézniczke
funkeji 7 przy zalozeniu t= const. (t.j. przy di= 0) i piszgc
nastepnie 6 zamiast d.

Niech teraz dana bedzie catka

4
(29) [=[1at,

ty

gdzie T oznacza funkcje (27).

Wariacjg calki (29) dla ruchu okre$lonego przez (26) nazy-
wamy wyrazenie

f
(30) o= [ &7 dt.
f

A wiec

(V1) Q/gll’dt:./{’él’ di.

ty 0

Przyklad 2. Wyznaczyé wariacje energii kinetycznej

EZEZ m (& + y; +27).

Mamy: =1
A g 7] a) SK QK oK
ol JH oK K . . oK .
—=0 —=0 =0 == M Ao = MiYi T =M%,
Qs ! 9?/, ! oz ’ od; £ 91/, ! 0%
zatem

(SE:Z’II’LJ(J?,(S.’/E,—{— y,éy,—i— Z,(SZ,)
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rayllad 3. Wyznaczyé wariacje funkeji )7, gdzie T jest
tunkcpé okre§long przez wzér (27).

Tworzae rézniczke przy zalozeniu l=const., mamy
dVT=ar[2VT,  skaa  s)T—or [2VT.
Zalozmy, ze wspolrzedne naturalne @y, 31,2, veey By Yuy Zn Okredlone
Sa przy pomocy parametréw gq,...,q, funkcjami:
(31) w[:fj(q17“"_(1k’t), ?/i:(]?,-(qu---quyt), z,:?/)i(ql,---,qk,t) (@‘:17---77")'
Nie zakladamy przy tym, ze parametry sa zaleine, ani ze
89 niezalezne. Niech

(32) qlqu(t), reey qk:qk(t) (t0\<t<t1)

beda dowolnymi funkejami ciaglymi wraz z ich pierwszymi i dru-
gimi pochodnymi w przedziale <t,,t,>. Funkeje (32) lacznie z (33)
okredlaja pewien ruch ukladu, ktéry moze byé zgodny z wiezami
lub nie. Rézniczkujge (31), otrzymamy

(33) ,",‘% ; dui . %

i podobne wzory dla y; oraz . Podstawmy w (27) zamiast Liy Yiy 2t
tunkeje (31), za$ zamiast &, ;2 funkeje (33). Otrzymamy T w po-
staci funkeji zmiennych gq,,...,q,,d,,..., 4, t:

(34) T:F(ql,...,qk, Gryeees Gpat)e

Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji
funkeji zlozonej (p. wzér (25), str. 514), mozna okazaé, ze wariacja
funkeji (34) réwniez wyraza sie wzorem (28) lub (IV), gdzie
0w, Oy, 02 sa wariacjami funkeyj (31), zas dd, 0y, 02 wariacjami
funkeyj (33) i analogicznych dla g, 2.

Ponadto, podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariaeji
pochodnej (p. wzor (16), str. 513) mozna dowiesé, ze zachodzié bedy
rowniez wzory (V), w ktorych a;,y,2; oznaczaja funkeje (31).

Utw()rzmy wariacje funkeyj (31). Otrzymamy:

. le ‘ ) i
. (5'7" **_q‘ ()ql T + ﬁq 6‘]& ()?/i_§q_ 641 Rt aqk ana
35
”z, Qz,

Poréwnujge (35) ze wzorami (III), str.477, okredlajacymi prze-
sunigcia przygotowane, widzimy, ze maja one te samg postaé formalng.
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§2. Zasada Hamiltona. Ruch rzeczywisty. Niech na
punkty A (z,¥,%),...,4,(,,¥,2,) ukladu » punktéw materialnych
dziataja odpowiednio sity 1_31, ey 1—’,1. Zalozmy, ze uklad jest holo-
nomiczny (bez tarcia) i ze wiezy sg obustronne, okreslone zwigzkami:

(1) Fj(xl,yl,zl,...,z",t):() (1=1,2,...,m).
Wezmy pod uwage dowolny uklad funkeyj:
(2) wi=2xi(t), Yi=Yyu(t), r=a(t)  (i1=1,2,...,n)

cigglych wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale <t,,t,>.
Funkeje (2) okreslaja pewien ruch ukladu.

Jezeli rownosci (1) spetnione sa w kazdej chwili ¢, gdy za @, ...,2,
podstawié¢ funkcje (2), méwimy, ze funkcje (2) okredlaja ruch ukladu
zgodny z wiezami czyli ruch moiliwy.

Ruch uktadu, jaki odbedzie sie w rzeczywistosei pod dziala-
niem sit Py, ..., P,, nazywamy ruchem rzeczywistym.

Ruchy rzeczywiste moga by¢ rozmaite, gdyz zalezy to od
warunkow poczatkowych.

Ruch rzeczywisty jest oczywidcie zawsze mozliwym, gdyz
spelnia zwigzki (1). Na odwrét jednak, nie kazdy ruch mozliwy
jest ruchem rzeczywistym.

Jezeli np. punkt ciezki ma znajdowaé sie stale na prostej pionowej I (bez
tarcia), to ruchem rzeczywistym jest ruch, w ktérym przyépieszenie jest skie-
rowane pionowo w dét i réwna sie co do wielkosei prayépieszeniu ziemskiemu.
Natomiast ruchem zgodnym z wiezami jest kazdy ruch, w ktérym punkt po-
zostaje na prostej I, w szezegilnodci ruch jednostajny oraz ruch, w ktérym przy-
Spieszenie nie jest state; ruchy te nie sg oczywiicie ruchami rzeczywistymi.

7 zasady d’Alemberta wynika, ze spogréd ruchéw zgodnych
z wigzami ten tylko jest ruchem rzeczywistym, ktéry spelnia w kazdej
chwili ré6wnanie (II'), str. 480:

(3)

Ibgs

(P —myi;) 0wy + (Py —my ;) Oy - (Py,—my; ;) 02;1=0,

2
gdzie 6w;,dy;,02; sa przesunieciami praygotowanymi.

Zasada d’Alemberta wyraza wiec ceche charakterystycena ruchdw
raeceywistych, wyrézniajaca je sposréd wszystkich ruchéw zgodnych
Z wiezami,
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Podobnie, réwnania Lagrange’a (str. 485 i 488) i Hamiltona
(str. 504), wyodrebniaja ruchy rzeczywiste ze zbioru wszystkich
ruchéw zgodnych z wiezami. Poznamy jednak w tym rozdziale
inne jeszcze cechy charakterystyczne ruchéw rzeczywistych, wyra-
zone przy pomocy calek i wariacji. Sg to t.zw. zasady wariacyjne
(catkowe ).

Ruch poréwnaweczy. Weimy pod uwage dowolny ruch
ukladu zgodny z wiezami, okre§lony funkcjami (2), oraz ruch
POrownawezy:

4) @i+ 0wy, Yi-+ 6y, 2+ 0z; (t=1,2,...,n).

Obierzmy wariacje ox;, dy;,d0z; tak, by wariacje funkeyj (1) dla
danego ruchu (2) byly zerami:

- oF; OF,; .
(5) OF =1 5ml+...+;—z:az,,:o, (j=1,2,...,m).

Q{D]_

Poréwnujae réownania (5) z réwnaniami (I), str. 475, widzimy,
%e 0x;,0y:,02; s3 w Kkazdej chwili przesunieciami przygotowanymi
ukladu. :

Jezeli dw;0y;,02; sa bardzo mate, to z (5) wynika, ze
w przyblizeniu

(6) By + 021y ooy 2t 020y 1) =0 (1=1,2,...,m),

czyli ze ruch poréwnaweczy jest w przyblizeniu ruchem zgodnym
z wiezami. Wyrazamy to, mdéwige, ze ruch poréwnawczy (4) dla
,hieskoneczenie matych” wariacyj dow, 6yi, 02, spelniajacych réwna-
nia (d), jest zgodny z wiezami (por. str.430).

Zatozmy, ze wspolrzedne naturalne okreglone sg przy pomocy
parametréow g¢,,...,q, funkcjami:

‘(7) xi:f[(ql,--wq/‘at)’ ?/,':%'(qlr--aqk’t)’ zi:wi(qu'--vqk,t) (i:1727--'7n)~

Zalézmy dalej, ze parametry, okreglajace zgodne z wiezami
potozenia ukladu, spelniaé muszg zwigzki:

(8) D ()51, 1)=0 ‘ (r=1,2,...,8).

Weimy pod uwage dowolny uklad funkeyj ciaglyeh wraz
z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale {t,t>:

(9) qlqu(t)7 R Qk:qk(t) (t0<t<t])’
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Zalézmy wreszeie, ze funkcje (8) staja sie tozsamodeiowo
zerami, gdy za ¢,,...,q, podstawimy funkeje (9).

Przy tych zalozeniach, podstawiajac w funkeje (7) funkcje (9),
otrzymamy funkcje czasu ?, okre§lajace ruch zgodny z wiezani.

Wezmy pod uwage ruch poréwnawezy 4,104y, ..., q,+0q, i
obierzmy dq,,...,dq, tak, by dla danego ruchu (9) wariacje funkeyj (8)
byly zerami:

20,
dq,

(10) S, =

A 0q,=0 (r=1,2,...,s).

Poréwnujac (10) ze wzorami (IV), str.477, widzimy, ze wariacje
0¢,5-.,0q, sa w kazdej chwili ¢ przesunieciami przygotowanymi.

Jezeli dqy,...,d¢, sa bardzo male, to na mocy (10) otrzymujemy
w przyblizeniu

(11) D (¢, + 041554, + 0q,,t)=10 (r=1,2,..,8).

Ruch (11) bedzie wiec w przyblizeniu réwniez zgodny z wiezami.
W mysl przyjetego na str. 519 sposobu wyrazania sie, mozemy zatem
powiedzied, ze jezeli dq,,...,0q, sa ,nieskornczenie male” i spetniaja
réwnania (10), to ruch poréwnawezy jest zgodny z wiezami.

Zasada Hamiltona dla wspoirzednych naturalnyeh.
Niech na uklad » punktéw materialnych A, (a;,9,,2,),.. oy A%y Yny 2n)
o masach m,...,m, dzialajg sity Pi,...,P, zaleine od zmiennych
11 ...,z,,,xl,...,z,,,t

A wiee:
(12) P =Fi( Xy .y 2y, 2500y 8,1), Pi,,:q’i' P, =Y,

Zalézmy, ze uklad jest holonomiczny (bez tarcia) i ze wiezy
sa obustronne. Wezmy pod uwage dowolne funkeje:

(13) Ti=x(t), Yi=yi(t), zi=2(t) (fo<<i<CHy),

okreslajace ruch uktadu zgodny z wiezami.
Energia kinetyczna ruchu (13) wynosi

(14) 22_ A+ +2).
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’

Utwérzmy wariacje cnergii kinetycznej dla ruchu (13) (por.
przyklad 2, str. 516):

(15) (SE:_Zm,(x,éxl—f—y,éy,+z,6z,)
i=1
Ale
. P déw, d(x,éw,) .
16 PIOX =X —— = = o —— L OF;
(16) , &0 7 r Z;0x

1 podobne wzory zachodza dla Yi0y: oraz %0z, Podstawiajac te
wartosei w (15), dostaniemy wiee

(17) oK = -2 My (2 00+ 1J; 0+ % 0z;) az Wi (X 0%+, 0y;-- 2 02;).

i=1
Przyjmijmy
(18) 0'L= \j([)“’swa"lt‘l)m,,é‘/z'f‘Pzz(Sz1)

gdzie P;, ,P“],P@z oznaczaja funkeje (12), w ktoryeh zamiast TiyYiy B
1 @,¥,% podstawiono odpowiednio funkeje (13) i ich pochodne.
Ze wzordw (17) i (18) otrzymamy

n

8L+ 0F— dtzm,(x,ax,+.y,ay,+‘,az,)+
(19) i
+ 2[ ;) 0w+ (P, —mylj;) 89+ (Py,—my;) 0;)).

Catkujac obustronnie od ty do t;, otrzymamy stad
/
/[6L+ OBt = zm, bt idyi-+ #0) |+

£

(20) 4on

DU mieg) s (Pyy— i) by - (Pr— gy .

t’u =1

I
Symbol | oznacza tu, jak zwykle, ze nalezy podstawié za ¢

t,
najpierw ¢, a nastepnie t,, i odjaé od siebie otrzymane wartosei.
Dotychezas nie opierali$my sie na zasadach mechaniki. Wzér (20)
zachodzi wiec dla dowolnego ruchu (zgodnego z wiezami lub nie),
okreslonego funkcjami (13), o ile tylko funkeje (12) sg okredlone

dla tego ruchu.
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Zalézmy teraz, ze ruch (13) jest ruchem rzeczywistym i ze
wariacje &x;, 0y, 02 s3 w kazdej chwili ¢ przesunieciami przygoto-
wanymi.

7Z zasady d’Alemberta wynika, ze w kazdej chwili ¢ bedzie
wowcezas

(21) D U(Pi—mydy) 0y - (P —mis) Oy + (P, —m;2;) 02 ]=0.

Ze wzoru (20) otrzymamy

i 4

1

ty i= t,

Zatozmy ponadto, ze w ruchu (13) i w ruchu poréwnawezym
uklad zajmuje to samo potozenie w chwilach t,1it,; t.zn. ze dx;, 0y, 02;
sg zerami dla {=t, i {=t,.

Przy tym zatozeniu prawa strona réwnosci (22) staje si¢ zerem
i otrzymamy

£
(1) [(V L+ 0B)dt=0.
t’()

A wiee: dla ruchu vzeczywistego zachodzi réwnosé (1), jezeli
wariacje 6w, 0Y:, 02 sq w kaidej chwili przesunieciami przygotowanyms
i réwnajq sig zeru dla t=t, 1 t=1,.

Twierdzenie to nazywamy zasadg Hamiltona.

Zasada Hamiltona podaje wiee pewng ceche ruchéw rzeczy-
wistyeh. Udowodnimy, ze cecha ta jest charakierystyczna, t.zn. ze
sporéd ruchéw zgodnych z wiezami tylko ruchy rzeczywiste
spelniajg zasade Hamiltona. Wystarczy w tym celu dowiesé, ze
ruch zgodny z wiezami i spelniajacy zasade Hamiltona spelnia
réwniez zasade d’Alemberta.

Dowdd. Zatézmy, ze ruch zgodny z wiezami, okreslony funk-
cjami (13), spelnia zasade Hamiltona (I). Gdyby ruch ten nie spelnial
zasady d’Alemberta w pewnej chwili ¢’ (gdzie t,<<t'<t,), to moznaby
bylo znalezé takie liczby om,dy;, 02, okreslajace w chwili ¢’ prze-
suniecie przygotowane ukladu, Ze byloby

(23) gl[(P,-x miaéi)”a'o?i+(Piy—miyi)a_y,;ﬁt(Piz—m;éi)Sz—i]aFo dla t=1".
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Obierzmy wariacje ¢'z;,0'y, 8’z tak, zeby w kazdej chwili ¢
okreslaly przesunigcie przygotowane ukladu i zeby w chwili ¢’
bylo:

8 &= b, &' yi=oys, &' 2= bz;;

stad na mocy (23)
(24) .Z][(Pix—mi@‘s,”i‘f‘ (Pyy—mi¥3) 0y + (Py,—my8;) 0'2;]= A0

dla t=t".

Przypusémy np., ze A>0 dla t=¢". 7 ciaglosci ruchu wynika,
ze w pewnym malym przedziale <{t',t""> jest takie A>0.

Zatem

(25) A>0, gdy v <t<t".

Niech a(f) bedzie dowolng funkeja ciagla wraz z pierwszg
i drugg pochodna w przedziale {t,,t>, dodatnig dla t'<t<t”, a poza
tym rowna 0. Polézmy:

ow;=a(t) 6 x;, dyi=a(t)d'y;, dzi=a(t) 8'z;.

Stad na mocy (24) i (25)
L n
QY . . . . .
/2 (P —mi@y) 0y + (Py, —myi;) 0y + (Py,—my ;) bz dit =

t, i=1

(26) . p ‘
:/Aa(t)dt:/ Aa(t)dt>0.
1 14

Poniewaz wariacje dwy, oy, 02 przedstawiajg w kazdej chwili ¢
przesunigcia przygotowane i z zalozenia sa zerami dla =ty 1 t=1,,
wiee ze wzoru (20) otrzymujemy na mocy (26)

t‘()
/(é’L+6E)dt>0,
2

wbrew zalozeniu, ze ruch dany spelnia zasade Hamiltona.

Udowodniliimy w ten sposéb, ze zasady & Alemberta i Hamil-
tona sq réwnowaine.
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Przyktad. Punkt ciezki o masie m ma pozostawaé¢ na kuli
a2+ y?-422—rt=0. Mamy (przyjmujac o§ z skierowang pionowo
w gore):

0'L=-—mgdz, OE = m(202 -+ § éy -+ £02),
zatem na mocy zasady Hamiltona (I), str. 522,
t
[1—g 62+ a0+ g og-+ 262] di=0.
t(?

Wzor ten zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy zalozeniu,
ze Ox,0y,02 sa w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi,
t. zn. spelniajacymi rownanie

20x+yoy+z6e=0,
a ponadto, ze stajg sie zerem w chwilach =14, i t=1,.

Zasada Hamiltona dla wspoélrzednych uogdlnionych.
Niech wspélrzedne naturalne okreslone beda parametrami ¢,...,q,
przy pomocy funkeyj:

(27) ‘”i:fi(q17~~-a‘lk1t)7 fl/,-:‘p,'(qlv---7qkat)a zfzwi(qla-'-aqkyt)7 t=1,2,...,n.

Zalozmy, ze parametry, okreslajgce polozenia ukladu zgodne
z wiezami, spetniaja réwnania

(28) D (Gyyenyqpt)=0 (r=1,2,...,8)

i wezmy pod uwage dowolny ruch rzeczywisty ukladu okreslony
funkejami:

(29) (1,:4,-(75) (i:1727'--7k)~
Wariacje funkeyj (27) dla powyzszego ruchu wynoszg
\ dw; i
(3()) éxi—‘a_ql(SQ1+"'+' aqk 6qk

i podobnie dy; oraz dz;.
Zalézmy dalej, ze oq, s w kazdej chwili ¢ przesunigciami
przygotowanymi, t.zn. ze spelniaja réwnania (1V), str.477:

2D, 20,
5, 0q,+ ...+ Qq,,_ dq,=0 (r=1,2,...,8);

(31)

zatem 8x;, 8y;, 02; sa réwnies przesunieciami przygotowanymi (str.477).
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Zalozmy wreszeie, ze d¢, 83 zerami dla t=t;, i t=1t; z (30)
wynika, ze réwniez dx;, 0y, 02; bedg zerami dla t=t,1 {=1,. Poniewaz -
za$ wariacja jest przemienna z pochodng (str. b13), wiec wariacje
pierwszych pochodnych funkeyj (27), t.j. &%;09;,0%, rOwne sg
pochodnym funkeyj &y, 02;.

Na mocy (15) i (18), str. 521, mozemy zasade Hamiltona (1),
str. 522, napisaé w postaci:

I n n
(32) / | D Py, 0n-Py 0y Py, 0204 D mila; 0t d3fs-+4; 0%) =0,
& i1 1

gdzie wx;,9;2; 83 funkejami okredlajgcymi ruch rzeczywisty, oy, 0y, oz
sa w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi, przyjmujacymi
warto§é 0 w chwilach t=t, 1 t=t;, za$ 0,0y, o4 sa pochodnymi
funkeyj ow;, dy;, 62 Jak wynika z rozwazan przykladu 3, str.b17,
réwnanie (32) bedzie réwniez spelnione, jezeli zatozymy, ze funkeje
Ziy Y2, dane wzorami (27) i (29), okreflaja ruch rzeczywisty, zad
dx; 1 dx; sy wariacjami funkeyj (27) i ieh pochodnych, przyczem
dq, s3 przesunigeiami przygotowanymi, réwnymi 0 dla i=t, i t=t,.
Przy tych zalozeniach mamy ((4), str.488)

n k
(33) O L= )41 (Py, 0w+ Py 0y;+ Py, 02;) :-)‘: Q;94;,
i = J=

gdzie QJ. oznaczaja skladowe sily uogdlnionej. Ponadto z twierdzenia
o wariacji funkeji zlozonej (str. 514) mamy

« ”‘ . . . . PN . 1 "‘ .2 K] .2 .
(34) Z m; (£;0%; + ;008 + 2:08;) = 0 (52 mi( ¥+ ¥ + Zi))— oK,
i

i1 /

gdzie funkcje w,y,2 dane sa wzorami (27) i (29), okreslajacymi
ruch rzeczywisty, 84 0y;, 05; s3 wariacjami pochodnych funkeyj (27),
za$ K energig kinetyczng, wyrazona przy pomocy parametréw
4514, Na mocy (32), (33) i (34) zasade Hamiltona mozemy wiec
napisaé¢ w postaci (I), str. 522, gdzie &L okreslone jest wzorem (33),
za$ energia kinetyczna E wyrazona jest przy pomocy wspoélrzednych
uogdlnionych g¢;,...,q,. '

A wiec: Zasada Hamiltona zachodzi réwnies dla wspotrzednych
uogdlnionych przy zaloieniu, e dq, sq przesunieciami praygotowanyms,
rownymi O dla t=1t, ¢ {=1,.
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Zasada Hamiltona w polu potencjalnym. Zalozmy, ze
sily posiadaja potencjal V. Zatem ((1), str.437)

(35) &'L=94V.

Z zasady Hamiltona otrzymamy wiec
4 h h
[[OV+oB)dt=0 czyli [O(V+E)dt=0 [(V4-B) at=o.
t ty to
Wyrazenie W=E+V nazwaliSmy potencjalem kinetyeznym
(str. 493). Zatem

4
(I1) | 8 [ W dt=0.
.

A wige: wariacja calki 2 potencialu kinetycenego jest réwna
zeru dla ruchu rzeczywistego, jedeli wariacje O, 0y;, 0z, przedstawiajg
w kazdej chwili przesuniecie przygotowane ukladu oraz sq zerami
w chwilach t=t, ¢ t=t,.

Wzor (35) zachodzi dla wspétrzednych uogoélnionych (por. (39),
str.467). Poniewaz zasada Hamiltona réwniez zachodzi dla wspél-
rzednych uogélnionyeh, wiec (1I) jest spelnione dla ruchu rzZeczy-
wistego przy zalozeniu, ze potencjal kinetyczny W wyrazony jest
przy pomocy parametrow g¢,,...,q,, zad wariacja zostala utworzona
dla ruchu rzeczywistego, przyczem dq, s3 przesunigciami przygoto-
wanymi, rownymi zeru dla ¢=¢, i t=t,.

Uktady holonomiczne skleronomiczne w polu poten-
cjalnym. Niech dany bedzie uklad holonomiezny skleronomiczny,
w ktorym sity posiadaja potencjal

(36) V V(xl, ‘n)
Zalézmy, 7e ruch ukladu okreélony funkejami:

jest ruchem rzeczywistym, dla ktorego energia klnetveznd w <t0,t1>
nie znika, t.zn.:

(38) B0 dla ty<Tt<t,.

Na mocy zasady Hamiltona (I), str. 522, i (35) mamy

I
(39)‘/[2'(? 6w,+q 61/,—|—9V(§z)+2m x,ba,+y,61/l+~,bz,)]dt 0,

t, =1
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gdzie dw; 0y;, 0z sa w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi
i rownajg sie zeru w chwilach t=t, i ¢{=t,. Niech

(40) t="9(z) (tos7<my)

bedzie dowolna funkejg zmiennej v, ciagla wraz z pierwszg i drugs
pochodng w przedziale <v,7,> 1 spelniajaca warunki:

(41) Nig)=ty,  Hr)=t,  F(O>0  (r<r<7),

gdzie. 9’ oznacza pochodng wzgledem z. Podstawiajac (40) w (37),
otrzymamy:

{ {

(42) .Cvi::ﬂi(ﬁ(‘[)):fi('[), y[:n[(r)7 2=C{1), (re<t<ty50=1,2,..,m).

Funkecje (42) przedstawiajg parametrycznie tory punktéw
ukladu przy pomocy parametru T.

Oznaczajac przez i i, 2 pOchodne funkeyj (42), za$ przez t’
pochodna funkeji (40) Wzgledem parametru 7, otrzymamy:

(43) J;"i‘:m;'/tly ."/.i:'.'/;'/t/7 éi:ZL‘/try

skad dla energii kinetyczuej

n L . ., I 9 ) 9
ao LN e o o boNvmdw -yt
(44) E=3 .—21 (& i+ 2= .21/‘ o

7Z zasady zachowania energii catkowitej mamy
(45) B—V=h, gdzie h=const.,

skad na moey (44)

14 " " 1
2 2l al+yi+ )
[~
h+V ’

Wzor (46) zachodzi, gdyz h-+V=FE na mocy (45), za§ E=0
na mocy (38).

(46) =

Przyjmujemy, ze wspolrzedne x,y;,2; wystepujace w V (por.
wzor (36)) wyrazone sg we wzorze (46) przez funkeje (42). Wariacje
0x;, 0y 02, Ktore sy funkejami zmiennej ¢, mozemy uwazaé na
mocy (40) za funkeje zmiennej .
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Oznaczajac przez dx;, dy;, 02; pochodne wzgledem 7, otrzymamy:
(47) St=owifl, = oyt Ssi= Odi 1 .

Wyrazajac w (39) zmienng ¢ przez r przy pomocy funkeji (49),
dostaniemy na mocy (41), (43) i (47)

’ aV i i0Y; 1 O%;
(48) / [Z( ’+ay Sy + 6@)—{—2 {@.0m; +y 8y i+-2:027)
1

* .
Ty =

t’dr:O,

gdaie @iy, 0x;,0y;,02; 53 funkejami zmiennej v. Wzér (48) mozemy
napisaé w postaci

(49) / [5V t 4= 622 mi( @7 —f—[/, Y. )]dr:()

v =

przyczem pojecie wariacji nalezy rozumieé jak poprzednio, lecz
zamiast ¢ wystepuje obecnie v. Podstawiajac (46) w (49), otrzymamy

roer - .
50 /( :l/l Y2 '2 /2 7 > m,(.’l‘, +yl +2’[ )] .
o) : Vv 2Zml(x, +yi ) H R V- V Wy dr=0.

datwo btwwrdzm ze wyrazenie pod catky réwne jest wariacji

26|Vh+V Zml (@ +yl 2 )J, skad na mocy (50)

(1) é / ' [Vh+ VYl Xmiw?+y? +z}2)]dr: 0.
. i=-1

Z zatozen co do dx; 0y;, 02 wynika, ze wzoér (1) zachodzi dla do-
wolnych funkeyj oz, dy;, 02 parametru v, ktore dla kazdej wartodei v
83 przesunigeiami przygotowanymi w polozeniu uktadu, okreslonym
funkcjami (42), i ktore sa zerami dla v=7, oraz v=rt,. Wariacja
utworzona jest dla funkeyj (42), okredlajacych tory punktéw ukladu
w ruchu rzeczywistym.

Poniewaz we wzorze (I) nie wystepuje czas t, wiec wzér ten
wyraza pewng wlasno§é toré6w ruchu rzeczywistego.

Niech w szczegolnodei uklad redukuje si¢ do jednego punktu
x,Y,2 0 masie m, poruszajacego sie bez dzialania sil. Zatem V=0.
Z (I) otrzymamy

o [ Vo y >+ 2% de—o.

T
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Poniewaz element tuku jest ds==a?1 421 2 dr, wiec

!
(51) (S/ds:().

,ll

Przyjmijmy, ze punki ma pozostawaé na powierzchni 8.

Krzywe o wlasnodei (51) sa to t.zw. linde geodetyczne. W geo-
metrii rézniczkowej dowodzi sie, ze najkrotsza linig na powierzchni,
taczgea dwa dostatecznie bliskie punkty linii geodetycznej, jest
tuk tej linii. Z (51) wynika zatem, ze ruch punktu na powierzehni
bez dziatania sit odbywa si¢ zawsze po liniach geodetycanych.

Uwaga. Wzér (I) wyprowadza si¢ zwykle latwiej z t.zw. zasady Mau-

pertuis (str.537). Trzeba sie jednak oprzeé wéwezas na pewnych twierdzeniach
z rachunku wariacyjnego, o ktéryeh nie zakladamy, ze sy czytelnikowi znane.

§ 3. Wariacja z wariacja czasu. Wariacja funkeji.
Niech bedzie dany ruch punktu po osi x, okre§lony funkejg

(1) = a(1) (ta<t<ty).
Wezmy pod uwage dowolny ruch porownawezy
2) T—(1) (ty<t<ti),

gdzie chwile # i #; mogg byé inne niz t, i t,. Oznaczmy przez At
dowolng funkeje czasu t, ciagla wraz z pierwszg i druga pochodng
w przedziale ¢t > i spelniajaca nieréwnogé

(3) o<t A<ty (to=<t<Cty).
Niech wreszcie

(I) A= F(t+ At) —a(t);
Az jest wiec funkeja czasu ¢ i oznacza przyrost wspdlrzednej x,
gdy od punktu 4 w ruchu danym w chwili ¢ przechodzimy
do punktu 4’ w ruchu porownawezym w chwili ¢4 At. Tworzge
pochodng (I), otrzymamy

d(Ax) a(Aty,

i =tEeE a1 A2 i),

3t At):[d—(gfﬂJr yé(t)]/(jl.—%d‘(d/;t‘)).

Odejmujac obustronnie 4(t), dostaniemy stad po latwych
przeksztatceniach
S. Banaeh. Mechanika. 34

skad
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@ B(t At) —di(t) = d(jtm) —a(t) d(;;t) + &

gdzie d(At) a(Az) d(At) a(4t)
w .

G =g =g _9”“)77)/(1*“47)'

Jezeli wiec Az, At i ich pochodne dazg do 0 jednostajnie, to
n dazy do 0 jednostajnie. Zatem R jest ,nieskoificzenie malg*™
w poréwnaniu z |d(Axz)/dt|+ |d(At)/dt].

Niech
. dAw) a4t
(IT) Ad= T
Na mocy wiec (4)
(6) Bt At)—a(t) = Ai+e.

Lewa strona réwnodei (6) oznacza przyrost predkodei pun-
ktow A i A’, t.j. przyrost predkodei, gdy od punktu 4 w chwili ¢
w ruchu danym przechodzimy do punktu A’ w chwili {4 4¢ w ruchu
poréwnaweczym. Zatem Az przedstawia nam ten przyrost w przy-
blizeniu, z rdéznica ,nieskonczenie malg”“ w poréwnaniu z sumg
|d(Az)|dt|+ |d(At)/d¢].

Zauwazmy, ze na mocy (6) jest na ogol

' ., (Aw)
(I1") Ad = FT
Niech bedzie dana funkeja
(7) T=F(x,2%,t).

Oznaczmy przez T wartosé funkeji (7) w ruchu danym w chwili ¢,
zad przez T warto§é tej funkeji w ruchu poréwnawezym w chwili
t+ At. Zatem réznica tyeh wartosei wynosi

(8) T —T'=F((t-+ At), (t+ At), 1+ At) — P ((t), @(0), 1).
Zie wzoru Tonm otrzymamy
- T ,_ o . or
9y T— :a—w(x(t—{—dt)—m(t))+ 7 (x(t+At)-x(t)>+a—tAt+R,

gdzie reszta R jest ,nieskonczenie maly™ wyzszego rzedu, niz
przyrosty x(t-+ At)—a(t), (T4 At)—x(t) 1 At
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Na moey (I), (6) i (9) otrzymamy

(10) T—z’_‘z—TA + A +at At+ R,

”

) . . . . . .
gdzie R'=R ¢ é)f&’ a wiee gdzie R’ jest , nieskonezenie mate®

W poréwnaniu z
(11) |Am| | At| - |d( Aw) [dt| -+ |d( At) k|

Polozmy

(IT1) AT 9[/1 +91 Ax+

Na mocy (10) mamy T—T:AT+R’; zatem AT oznacza
w przyblizeniu przyrost funkeji 7, gdy od punktu 4 w chwili ¢
w ruchu danym przechodzimy do punktu 4’ w chwili ¢+ 4t w ruchu
poréwnawezym, prayczem popehiony blad jest ,nieskoriczenie maty*
w poréownaniu z (11).

Wyrazenie A1 nazywamy wariacjq wraz z wariacjq czasu
tunkeji 7' dla ruchu z=uwx(t), za funkeje 4t nazywamy wariacjq
czasi.

Dla 4t=0 bedziemy mieli na mocy (I) i (5), str.510, Ax= iz,
a na mocy (II) i (I), str.511, d#=6z. Z (III) dostaniemy wiec

or or

czyli AT=06T.

W przypadku wiee, gdy At=0, wariacja wraz z wariacjg czasu
przechodzi w wariacje zwykla.

Przyklad. Utworzyé wariacje wraz z wariacja czasu dla
funkeji

=Y ma*+ axt,

gdzie « i m sa statymi.

Mamy

AT =at Ax+ mEAz -+ ax i,

na mocy wiec (1I)

d(At)

, 7 . (A
AT = ot Az + ma; 7 + aw At —ma 7

34¥
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Uklady punktow. Niech ruch ukiadu = punktéw mate-
rialnych okreflony bedzie funkejami:

(12)  wm=wit),  y=yi(t),  2e=2(1), (to<t<{ty; t=1,2,...,n)
1 niech dana bedzie funkeja
(13) T:lﬂ(:ﬂl,...,Z,,,.’i‘l,...,é,,,t).

Wezmy pod uwage dowolny ruch poréwnawezy

(14)  z=1=&(1), Yi=7yi(t), Zi=Z(t), (to<<t<ti; i=1,2,...,n).

Niech A4t bedzie dowolng funkejg czasu t, ciggla wraz z pierwsza
1 druga pochodna w przedziale {oyt> 1 spelniajgea warunek

(15) bo<St+4 At<<t; (to<<t<ty).
Pot6ézmy:

(1V) A(D,:f,(t+At)_$,(t), A1 ,:y,(t+At)—y,(t>, AZ,:E,(t—Jr—At)—‘ZI(t),

g M AT) d(Ay  a(dyy Ay ade) | d(AY
(V) Adi=gr =gy A== =g A== g O
Wyrazenia Aw;, Ay, Az; oznaczaja przyrosty wspotrzednych, zad
Ay Ayi, AZ: przyblizone przyrosty pochodnych tych wspolrzednyech,
gdy od polozenia ukladu w chwili ¢ w ruchu danym przechodzimy
do polozenia ukladu w chwili t-++ At w ruchu poréwnawezym. Przy
tym przyblizeniu blad jest ,nieskonczenie maly‘ w poréwnaniu z
| (A1) | |d(Ay)] a(4t)
I R A il
Oznaczmy przez T wartodé funkeji (13) w ruchu danym

w chwili ¢, a przez T jej wartogé w chwili -4t w ruchu poréwnaw-
czym. Kladae

d(Az,)]|

(16) Fae

n

AT AT, oT . or .. ar .  ar oT
AT— —Api- Ay A S g T g Oy O
(V) A7= > (awizmﬂr ayiélyﬂrazl_AszQyéizlwr9%4?/*cvz'sz’)7L 5 At

I8!
i postepujac jak poprzednio, otrzymanvy
(17) T—,T:A,’l’+,1{,

gdzie R jest  nieskoriczenie maly® w poréownaniu z sums

n

(18) Z'OA:I);

i1

at |7

A.’ 7 Y 4 :
Ay e + %’Q,u@wy )| laAz)

11+ ’[ﬂ;jﬂ!-

——
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Wyrazenie AT nazywamy wariacje wraz z wariacjq czasu
funkeji 7' dla ruchu (12) ukladu punktow.

Wariacja AT przedstawia zatem w prayblizeniu przyrost
tunkeji T, gdy od polozenia ukladu w chwili ¢ w ruchu danym
przechodzimy do polozenia ukladu w chwii ¢+ A¢ w ruchu
porownawezym, przyczem roznica miedzy przyrostem prawdziwym
a AT jest ,nieskonezenic mala” w poréwnaniu z (18).

Dla At=0 jest na mocy (IV), (V), (5), str. 510, i (I), str. 511:

Awi=0wiy,  Ayi=8y,  Azi=z, Adi=0d;,  Agi=0y;  Aéi= %,

skagd na mocy (VI) AT=47.

W przypadku wiee, gdy Ai=0, wariacja wraz z wariacja
czasu przechodzi w wariacje zwykly.

Wariacja wraz z wariacja czasu ealki. Niech dana
bedzie caltka

4
(19) I= [ T,
ty
gdzie T oznacza funkeje (13). Oznaczmy przez At, i At, wartogei
funkeji At w chwilach ¢, i t,.

Niech I bedzie wartoseig calki (19) dla ruchu danego, za$ I
wartodeig tejze catki dla ruchu poréwnaweczego, wzietej w granicach
od ty+dt, do t-+At, t.j.

bt
(20) I:/ymm
ft- 41,
gdzie T, oznacza wartosé funkeji T w chwili ¢ w ruchu poréwnaw-
czym. Podstawiajac w (20) ¢4 At zamiast ¢, otrzymamy

4
(21 [ = .Tl (—l@d,
[+

gdzie T oznacza wartodé funkeji T w chwili ¢+ At w ruchu
poréwnawezym.
Na mocy (19) i (21) otrzymamy

d( Aty
t

I :
wa:/pT~ﬂ+Tvm—%

d

&

skad na mocy (17) po latwych przeksztalceniach
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(22) I—1— /[AT+ 7’ (At)ldt—f—]{’,
gdzie .
(23) —/ ’ AT+ 1)® R'dt

Yatwo stwierdzié, ze R’ jest ,nieskonczenie male“ w porow-

naniu z (18). Poléimy
i

t
(VII) AI:A/Tdt:f[A[—+ T—(d—)ldt
; .

0 t(l
Wyrazenie Al nazywamy wariacjq wraz z wariacjq czasu calki I.
Na moey (22) i (VI1I) mamy
(24) I—I=AI+ R,

Al przedstawia wiee w przyblizeniu przyrost calki (19), gdy od
danego ruchu przechodzimy do ruchu poréwnawezego, przyczem
w ruchu poréwnawezym obliczamy catke w granicach t,+ At,, ¢, - 4t;.
Réznica miedzy AI a przyrostem prawdziwym jest ,nieskonczenie
mala“ w pordwnaniu z (18).

W przypadku, gdy At=0, wariacja wraz z wariacja czasu
przechodzi — jak latwo zauwazyé — w wariacje zwykla.

§ 4. Zasada Maupertuis (najmniejszego dzialania).
Przeksztalcenie Hoéldera. Niech uklad punktéw materialnych
A1(®1,Y1,21)5 ooey An(@nyYny2n) 0 masach my, ..., m, poddany bedzie
dziataniu sit P, ..., P,, zaleznych od @, ..., 2y %1y .evy Znyf. A wige:

(1) Py =Fi(®)yy @y Eyy ey B l)y P'iyzq)h Py =¥,
Zalézimy, ze uklad jest holonomiczny bez tarcia i ze wiezy
89 obustronne.
Wezmy pod uwage dowolny ruch ukladu zgodny z wiezami

lub nie, okreflony funkejami:
(2) i=x;(t), yi=y:(t), z==ril) (tost<ty; 1=1,2,...,n).
Fnergia kinetyezna wynosi

w__l ”‘ . Z z ~z
(3) . E_EZ 7n1(mz+y1+~t)-

i=1
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Utworzmy wariacje energii kinetyeznej wraz z wariacja czasu
dla ruchu (2):
(4) AB= > mi(@,4¢ 1 §idjit #:A%).
=1
Wyrazajac A%, Ay, A% przy pomoey wzordw (V), str. 532,
dostaniemy '

S\ .}_d(A:v[) .'d(Ayi) "d(Azi) ,d(At).
) A= m‘lx’ w Ve T J_% dt

F==1

Przenoszac ostatni wyraz z prawej strony na lewa i calkujac,
otrzymamy

(6) /’ [AE+2E dt_ j 2 [ Ax‘ yid(gtyi)+z‘[d(§tzi)]dt.

{ &
d(Am,) o
7 x, Aw; jm,Aw,dt

i bt
i podobne wzory otrzymamy ‘dla ;i z;. Stosujge je do prawej
strony réwnania (6), otrzymamy

/lAE—}-ZE )}

(7) v on

_Zm, & Aty Ay -2 42) |— f [Zmi<w,-zlxz+yfﬁyf+éfﬁzf)] dt.

tl) t() i‘:‘

Calkujac przez czedei, otraymamy [ ;

Polézmy
n
(8) A’L::%; (P“AJ/‘Z—{—_P“,A’I/zﬁ—P,LZAZ,/)
Catkujge wzdér (8) i dodajac do bbu stron réwnania (7), dosta-

niemy
4

{ T+ AE+2E—%‘L] dt—z mi(aAms+ g Ayt il )I T
(I) t‘, i t,
/ 2 i) Ay (P —mgy) Ay (Py, —mg5:) Az;) dt.

i=1

Wzér (1) nosi nazwe przeksztatcenta Hoéldera. o
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Zachodzi on dla kazdego ruchu zgodnego z wiezami lub nie
(o ile tylko funkcje (1) sa dla tego ruchu okre§lone).

Jezeli zamiast wariacji 4 wraz z wariacja czasu przyjmiemy
wariacje zwykla 0, t.zn. jezeli polozymy At=0, to — jak latwo
widzie¢ — otrzymamy wzor (20), str. 521.

Postaé ogolniejsza zasady Hamiltona. Zalézmy, ze
funkeje (2) okredlaja ruch rzeczywisty. Zalézmy ponadto, ze funkeje
Axiy Ay Az 33 w kazdej chwili ¢ przosuni@eianﬁ przygotowanymi
ukladu.

Na mocy zasady d’Alemberta wyrazenie pod calka po prawej
stronie rownosei (1) jest zerem. Zatem

f, n 1
g ) a(4t)] v . : |

2B —5— (@ dwi+gidyi+-2:dz) | -

/W L AR+ 2B~ At = ‘2Jnmdw+ydy+AM)y
i1 t,

Zaloimy, ze Aw,Ay,Az; sa zerami dla t=t, i t=t,. Prawa
strona ostatniej réwnodei bedzie wiec zerem. Otrzymamy zatem

() /1 |

fﬂ
Réwnanie (1) zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy zatozeniu,
se Aw, Ay, Az sq w kasdej chwili t przesunigciams praygotowanymi
i réwnajq sie 0 dla t=t, i t=t,, zas At jest dowolne.

A (A1)
AL+ AB+2E%S Ju*

W przypadku, gdy At=0, wariacja 4 zamieni si¢ na wariacje 0.
Latwo zauwazyé, ze (II) przyjmie wowczas postaé zasady Hamiltona
(1), str. 522. Postaé (II) zasady wariacyjnej jest zatem od niej
ogolniejsza. Nie przedstawia ona jednak ogolniejszej wlasnogei. Na
moey bowiem (5) i (8) mozemy napisaé (1I) w postaci

t n
/ [2‘ (P,,;x Awi+P1~y AQ/,L—}-P@ZAZ1)+
(9) 'tu i1

. d(dx;) Cd(dy;) A4z
+\ (" i TV tE dt%)

i- 1

dt=0.

Poniewaz Aw;, Ay, Az: sa to funkeje dowolne, przedstawiajace
przesuniecia przygotowane i znikajace dla {=t, 1 t=t, za§ At weale
we wzorze (9) nie wystepuje, wiec piszac dx;, 0y, 02; zamiast Aw;, Ay, Az,
otrzymamy z (9) zasade Hamiltona.

Roéwnanie (II) jest wiee zasadzie Hamiltona rownowazne.
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Zasada Maupertuis. Réwnanie (IT) zachodzi dla dowol-
nego At, za$ Aw,Ay;,Az; maja jedynic byé w kazdej chwili ¢ prze-
sunieciami przygotowanymi, znikajacymi dla t=t, i t=t,.

Zatozmy teraz, ze Aw, Ay, Az i At sa tak dobrane, aby spet-
niony byl ponadto warunek
(ITT) A'L=AE.

Na moey () i (8) warunek (III) mozemy napisaé w postaci

2‘ (Ph AJ;,-}— P’b'y qu,b*l-* Piz /]Zl) —
i1

(10) )
' (L WAmy) o d( Ay d(Az) A At)
= > mildi =g+ i a T (lt@) 28 (df
i—1
Z (IT) i (I1I) otrzymamy
¢
(11) /ﬂPAE+°me”I¥m

fy

skad na mocy wzoru (VII), str. 534,

t
(IV) A [ Bat=o.

1,

A wige: wariacja wraz z wariacjq ceasw calki z energii kine-
tycznej jest dla ruchu rzeczywistego zerem, jezeli A, Ay, Az: sq w kaédej
chwili przesunigciami przygotowanymi, réwnymi 0 dla t=t, 1 t=t,,
i jedeli zachodzt warunek (IIL) (t. zn. jezeli praca przygotowana na
przesunigeiu Aw;, Ay;, Az; réwna jest wariacji wraz z wariacja czasu
energii kinetycznej).

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady Maupertuis lub zasady
najmniejszeqgo dzialania.

Oznaczajae przez ds; element tuku, po ktorym porusza sie punkt m., a przez
v; predkodé punktu, mamy ds;=:v;df. Zatem

/F di= /(22 m,v dt = fz my; v ds; .
I

Wyrazenie m,v; ]est pedem (,dziataniem*™ ).

Opierajae si¢ na (IV), mozna dowiesé, ze przy pewnych zatozeniach catka
z energii kinetycznej ma dla ruchu rzeczywistego najmniejsza wartoéé posréd
ruchow spelniajacych pewne warunki. Stad nazwa zasady najmniejszego dzialania.
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Zalézmy, ze pewien ruch zgodny z wiezami spelnia zasade
Maupertuis, i ponadto, ze energia kinetyczna nie znika w <y, >:
(12) E=£0 (to<<t<<ty).

Niech funkeje Aw;, Ay, Az; beda w kazdej chwili ¢ przesunie-
ciami przygotowanymi, rownymi 0 dla ¢={, i t=t, a poza tym
funkejami dowolnymi. Obierzmy At tak, by zachodzila rownogé (111),

lub — c¢o na jedno wychodzi — réwnanie (10). Mozemy wiec na
mocy (12) i (10) przyjapé
W Awy) o d(Ayy) o d(dz)
t_/2E[ ( @ iy TR )T
(13)

i=1
Dla tak dobranych Az, Ay, Az;, At zachodzi wzér (IV), zatem
i (11). Na mocy (ITI) i (11)

4 4]
; a4 . g a(4t)
'/[2A_E+2EW—}¢t_.f[AL+( L4228 —— yr )J dt=0,

skad na moey (10) otrzymamy wzoér (9), w ktérym Az, Ay; Az
gpelniaja te same warunki co dw;,dy;d0z; w zasadzie Hamiltona.
Poniewaz, jak udowoduili§my (str. 536), (9) jest réwnowazne
zasadzie Hamiltona, wiee dany ruch jest ruchem rzeczywistym.
Widzimy zatem, ze sposrdd ruchéw zgodnych z wiezami, dla kto-
rych E=0, tylko ruchy rzeczywiste spelniajg zasade Maupertuis.

A wiec: zasada Maupertuis przedstawia wtasno$é charaktery-
styeznag tych ruchow rzeczywistych, dla ktorych E==0.

Zat6zmy, ze ruch odbywa sie w polu potencjalnym o poten-
cjale V. Zatem:

IV [dmy=P; , W [2y;="P;,, IV |92;= P,
S N v

AL= ' (Py Azt Py, dyi+ Py, As;) = 2 (55, Aoi-+ 5y Avit-3p-51)

i==1 i—1

Poniewaz V jest funkecja tylko wspdlrzednych x;,¥,2;, wige
A'L= AV, a zatem mozemy warunek (I1T) napisa¢ w postaci AV=AE
czyli
(I1T') NE—V)=0.
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Uwaga 1. Zalozenie K=0 jest istotne, t.zn. ze jezeli ruch
zgodny z wigzami spelnia zasade Maupertuis, a warunek E=0 nie
jest speiniony, to ruch moze nie byé ruchem rzeczywistym.

Niech np. dany bedzie jaki§ uklad skleronomiczny. Wezmy
pod uwage ruch, w ktorym od chwili ¢, do chwili ¢, uklad jest w spo-
czynku w pewnym polozeniu zgodnym z wiezami. Mamy zatem
stale E=0, skad na mocy (4) réwniez stale AE=0. Wynika stad,
ze wzor (11), a zatem i wzor (IV), bedzie spelniony dla dowolnych
Awiy Ayiy Aziy AL, W szezegblnosei wiee réwniez dla tych, ktére spetniaja
wzor (I1I), lub — eo na jedno wychodzi — wzér (10). Dany ruch
spelnia przeto zasade Maupertuis. Jest jednak oczywistym, ze przy
odpowiednim doborze sil, spoczynek nie jest mozliwy, t.zn. ze spo-
czynek nie jest ruchem rzeczywistym,

Uwaga 2. GdybysSmy wariacje wraz z wariacja czasu zastapili
w zasadzie Maupertuis przez wariacje zwykly, t. zn. przyjeli At=0,
piszac 0 zamiast 4, to wzory (III) i (IV) przybralyby postad:
(14) 0'L=06H,
II {l
(15) o [Bdi=0  ezyli [ K dt=0.

t ty

A wige: dla ruchu rzeczywistego zachodzi wzér (15) przy za-
lozeniu Ze odwx;,dy;, 02 sa w kazdej chwili przesunieciami przygoto-
wanymi, réwnymi 0 dla t=¢, i =1, i spelniajageymi warunek (14).

Tak wypowiedziana zasada nie przedstawialaby jednak cechy
charakterystyeznej ruchow rzeeczywistych. Zakladajac bowiem np.,
ze na uktad nie dziataja zadne sily, mieliby§my 6'L=0. Zatem
warunek (14) przyjalby postaé dE=0 i pociagatby przeto wzér (15)
dla kazdego ruchu zgodnego z wiezami. W tym wieec przypadku
kazdy ruch zgodny z wiezami, a nie tylko ruch rzeczywisty, spet-
niatby wzor (15) czyli zasade Maupertuis, w ktérej wariacje 4
zastapiono wariacja zwykla .

Widzimy stad, ze istotnym w zasadzie Maupertuis jest row-
niez i to, ze wariacje tworzymy wraz z wariacjg czasu.

Uwaga 3. Dla ruchu podanego we wspolrzednych uogdlnio-
nych mozna udowodnié, ze w ukladach holonomicznych skleronomicznych
zachodzi zasada Maupertuis w postaci (IV) pray zatoieniu, 2e energia E
wyrazona jest réwnies we wspotrzednych wogdlnionych, a wariacje Ag;
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sq przesunigciams przygotowanymi, réwnymi 0 dla t=1y i =1
i spetniajacymi warunek (IIX), w ktorym A'L=2;Aq; (t.j. wyrazony
przy pomocy sil nogélnionych ¢;).

Dla ukladéw reonomieznych i wspoélrzednych uogdlnionych
wzor (IV) nie zachodzi i zasade Maupertuis podaje si¢ dla nich
w innej postaci. "




