W 100 rocznice urodzin Stefana Banacha (80 ITI 1892-31 VIII 1945)

,Banach Contraction Principle”
czyli
zasada odwzorowan zwezajacych

Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

Doniostoéé osiagnieé czlowieka weryfikuje czas. Wielkodé matematykéw swyklo
sie miersy¢ uniwersalnodcia wskazanych metod i uzyskanych rezultatéw.
Zainteresowani matematyka wiedza jak wielki wplyw na jej rozwdj wywarly
prace Euklidesa, J. Newtona, L. Eulera, C. Gaussa, B. Riemanna, G. Cantora
czy D. Hilberta. Wéréd snakomitych matematykéw XX wieku nie moina
pominaé Polaka — Stefana Banacha. Powszechnie jest on uwasany za jednego

2 twércdw wainego kierunku wspélczesnej matematyki — analizy funkcjonalnej.

Sprébujmy na przykladzie jednego twierdzenia zobaczy¢ na czym polega
fenomen metod wskazanych przez S. Banacha i jego kontynuatordw. Zadanie
to jest nielatwe, gdyz metody te nadal naleza do tzw. matematyki wyzsze].

S. Banach poczatkowo studiowal matematyke samodszielnie. Przes krétki

czas ucseszczal na Uniwersytet Jagielloniski stuchajac wykladéw prof.

S. Zaremby. Nastepnie wstapil na Politechnike Lwoweka, gdzie zdal taw.
pierwszy egzamin, éwiadczacy o zaliczeniu dwéch poczatkowych lat studiow
inzynierskich — byt to példyplom. Studia te przerwal wybuch I wojny éwiatowej.
Matematyka interesowal si¢ Banach nadal. Poznawal ja z literatury i rozméw

z matematykami, nie odbywajac regularnych studiéw.

Nie przeszkodzilo mu to przedstawié Uniwersytetowi Jana Kazimierza we
Lwowie, w 1920 roku, tezy doktorskiej: Sur les opérations dans les ensambles
abstraicts et leur application auz équations intégrales (O operacjach na zbiorach
abstrakcyjnych i ich sastosowaniach do réwnan calkowych) ogloszonej drukiem
w czasopiémie Fundamenta Mathematicae t. IIT (1922), str. 133-181. Od tego
momentu rozpoczyna sie blyskotliwa kariera naukowa, Oto kilka dat:

rok 1920 - nie majac ukoriczonych studiéw S. Banach otrzymuje asystenture
matematyki pray Wydsiale Mechanicznym Politechniki Lwowskiej;

rok 1920 - uzyskanie doktoratu na UJK;
30 VI 1922 - habilitacja na UJK;
22 VII 1922 - nominacja na profesora nadzwycsajnego UJK;

rok 1924 - S. Banach zostaje cslonkiem korespondentem Polskiej Akademii
Umiejetnodei;

17 IX 1927 - nominacja na profesora zwyczajnego UJK;

rok 1929 - wspélnie z H. Steinhausem zakiada i wydaje czasopismo Studia
Mathematica publikujace prace z analizy funkcjonalnej;

rok 1931 - ukazuje sie dzielo ,, Teorja operacyy t. I, Operacje linjowe”;

rok 1932 - jako pierwszy tom Monografii Matematycznych ukazuje sie
francuskojezycana wersja Théorie des opéraiions hinéasres — jedno
3 najwasniejszych dsiel matematycznych XX wieku;

17 VII 1935 wpisanie przez S. Banacha pierwszego problemu do tzw. Ksiggs
Szkockiej (ostatni, 193 problem wpisany jest pod data 31 V 1941,
jego autorem jest Hugo Steinhaus);

rok 1936 - plenarny odczyt na Mi¢dzynarodowym Kongresie Matematycznym
w Oslo;

rok 1939 - S. Banach zostaje laursatem Wielkiej Nagrody Akademii.
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W swojej pracy doktorskiej S. Banach dowodzi m.in. twierdzenia, ktére

obecnie w éwiatowej literaturze matematycznej nosi nazwe Banach Contraction
Principle. Jest ono cytowane we wssystkich podrecznikach analizy funkcjonalnej.
Wspélczeénie formulujemy je nastepujaco:

Twierdzenie Banacha — zasada odwrorowan zwezajacych.
Niech (M, d) bedzie zupelna przestrzenia metrycsna i niech T : M — M bedzie
kontrakeja (odwzorowaniem zwegajacym), tzn. spelnia warunek
V A dTz,Ty) < L-d(s,y).

0<L<) z . yEM
Wtedy odwzorowanie T’ ma dokladnie jeden punkt staly w zbiorze M, tj. taki
punkt z € M, ie Tz = z; co wigce] dla kaidego =y € M ciag iteracji {T"zp} jest
sbieiny do tego punktu stalego.

Podwigcimy troche wiecej nwagi metodom dowodu tego twierdzenia.

Dowdd I (niekonstruktywny — tylko do ,,co wiecej”).
Niech a = inf{d(z,Tz) : z € M}. Dla ¢ > 0 wybieramy & € M taki, ze
d(z, Tz) < a+ e. Wéwezas
a<d(Tz,T?z) < L-d(z,Tz) < L-(a+¢).

Poniewai L < 1, zad £ > 0 moze byé dowolnie male, wiec e = 0. Dlae > 0
okreslamy teraz zbiory M, = {z € M : d(z, T'z) < ¢}, ktére sa niepuste i
domkniete. Ponadto dla z,y € M,,

d(z,y) < d(z, Tz) + d(T:,Ty] % d(Tyl y)<2-e+L- d(z,y),
czyli
2.
1-L a0
Stosujac zatem twierdzenie Cantora do rodziny zbioréw {M,}, gdy
€ | 0, otrgymujemy [ M, = {zo}, ktéry jest jedynym punktem stalym

>0

diam(M,) <

odwzorowania T'. O

Kolejny dowéd jaki zaprezentujemy bedzie dla odmiany konstruktywny. Tak
wladnie dowodsil tego twierdzenia 8. Banach. Jak zobaczymy jest to co wiecej
niz dowdd — to zastosowanie metody kolejnych prayblizeri. Wiasnie ze wagledu
na metode (i mozliwoé¢ sastosowania jej w innych sytuacjach) tem, a nie inny
dowéd podawany jest w podrecznikach. Jego snajomoéé nalezy obecnie do
elementarnego wyksstalcenia kazdego matematyka.

Dowdd I (konstruktywny).
Wybieramy dowolnie punkt zo € M. Jezeli Tz = z¢, to preechodsimy do
wykazania jedynodci punktu stalego. W przypadkn, gdy Tzp # o definiujemy
iteracyjnie ciag {z.} W nastepujacy sposéb: z,4; = Tzn, n=0,1,2,... (lub
réwnowainie z,, = T"zg). Wéwczas dla dowolnych n,p € N,

d(xm x,.,,.,,) = d(T"Io, T"+p20) S L. d{zg, szo} S

<L"- [d(:u, T:Eo) + d(ng, TzIo) C PR d(T”"zzu, T"zg)] <

(+) <I* (L4 L+I%+...+ LPY) -d(zo, Tzo) <

. d{ﬁ'.’(), TZ[]) %

n

¢ L
~1-L
To oznacza, ze ciag {z,} jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewas przestrzefi M jest
supelna, wigc istnieje z € M taki, ge z = lim,, .o, z,. Tak okreélony punkt z jest
punktem stalym odwzorowania T! Korzystajac z ciaglodci T, mamy:

T::——-T("lirr.}oz,,) =,,l_i.n§°Tz“=,,]j_{‘.}° Toxl = L.

Jest to jedyny punkt staly. Gdyby istnialy dwa punkty z,y € M, z # y iakie, ie
Tz=12Ty=y,to

d(z,y) = d(Tz Ty) < L-d(z,y) < d(z,y),
co jest niemotliwe. O
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Dodatkowo, gdy p — +oco0, we wzorze (*) otrzymujemy oszacowanie
nskutecznosci” przyblizania punktu stalego:

Lﬂ
d(zn,z) < 7— - d(20, Tzo) -

Twierdzenie to znalazlo zastosowanie w rozmaitych fragmentach matematyki
oras stalo sie inspiracja do poszukiwania réznorodnych jego uogélnieri.
Zobaczmy teraz na ,szkolnych” przykladach jak w praktyce wyglada jego
zastosowanie.

Przyklad 1.
Wykazemy, ze réwnanie
(#%) 2 —(1+k) (1-2)=0, keN,

ma w przedziale (0, 1) dokladnie jeden pierwiastek. Réwnanie (#*) mozemy
k
zapisaé w postaci: z=1— %Tc' Przedzial [0, 1] z naturalna metryka d(z,y) =

= |z — y| jest przestrzenia zupelna. Odwzorowanie T : [0, 1] — [0, 1] okreslone
wgzorem

k
Tz=1- -, zeo,1],

1+k'
jest kontrakcja. Dla z,y € [0, 1], mamy:
z* v 1 »
T2ty =1 2 1 L= -t =
- = - — i
p 1+k'im_yl'|zk N T R e e <
k
AN —
SyrEile-d

Zatem na podstawie twierdzenia Banacha réwnanie Tz = z ma w zbiorze [0, 1]
dokladnie jedno rozwiazanie. Poniewai T'(0) # 0, T(1) # 1, wiec rozwiazanie
nalezy do zbioru (0, 1).

Zwrdémy uwage, ze w tym rozumowaniu nie korzystaliémy z rachunku
réiniczkowego, a ponadto za pomoca procesu iteracyjnego:

{IDE(U,I},

L
Znpr=1-EL n=0,1,2,...,

mozemy z dowolna dokladnodcia zlokalizowad pierwiastek réwnania (*#).

Przykiad 2.
Wiele zagadniefd moina opisaé za pomoca réwnain rézniczkowych postaci
(1) z’(t):f(t, I(t))l te [OIT]l

z(0) = £ - to jest tzw. warunek poczatkowy,

gdzie f(t, z) jest ciagla funkcja rzeczywista.

Na przyklad biorac réwnanie rézniczkowe: z'(t) = z(t), t € R, zgadujemy, e
posiada ono nieskoriczenie wiele rozwiazan postaci z(t) = ¢ - e, ale tylko jedno
spelniajace warunek z(0) = £.

Zasadnicze pytanie w teorii réwnan rézniczkowych jest nastepujace: kiedy
réwnanie (1) ma dokladnie jedno rozwiazanie i, oczywiscie, jak je wyznaczyé?
Klasyczne rezultaty uzyskali tu m.in. L. Euler, A. Cauchy (1844), R. Lipschitz
(1876), G. Peano (1890). Jeden z nich teraz oméwimy.

Rozwaimy przestrzen C|0, T| funkeji ciaglych ¢ : [0, T| — R ze standardowa
norma supremum ||| = sup{|e(t)|: t € [0, T]}. Tak okreslona praestrzefi
jest zupelna.’ Calkujac obustronnie réwnanie (1) otrzymujemy réwnowasine
sformulowanie:

z(t) =&+ | f(s,=z(s))ds.
[

Zatem rozwiazanie réwnania rézniczkowego (1) to nic innego jak punkt staly
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odwzorowania F : C[0, T| — C|[0, T] opisanego wrorem:

(2) (F2)(t) = ¢+ [ flo,2(e)) ds.

Nasze pytania sprowadzaja sie wiec do pytari o istnienie, jednoznacznoéé
i mozliwodé wskazania punktu stalego tak okreslonej operacji F.

Jednym z klasycznych resultatéw jest wynik Lipschitza, ktéry udowodnimy
opierajac si¢ na twierdzeniu Banacha.

Twierdzenie (R. Lipschitz, 1876).
Jezeli f:[0,T] x R — R jest funkcja ciagla i spelnia warunek Lipschitza ze stala
L > 0 wzgledem drugiej zmiennej, tzn.

A |f“)z)_f(tty}|5-["|x_yil teloiTll

z,yER
to rozwiazanie réwnania rézniczkowego (1) istnieje i jest jedyne.
Dowdd (metoda remetryzacji A. Bieleckiego [1]).
Samo odwzorowanie F opisane wzorem (2) nie musi by¢ kontrakeja
w przestrzeni C[0, T] z norma supremum. Zmieniajac jednak norme (w speséb
réwnowainy) w praestrzeni C[0, T| mozemy spowodowaé, te w nowej normie
odwzorowanie F bedsie kontrakcja.
Dla dowolnego A > 0 definiujemy norme w przestrzeni C|0, T
[|z]lx = max{e=*%* - |2(t)| : t € [0, T]}.
Ocazywiscie || - ||o pokrywa si¢ ze standardowa norma supremum, a poniewas
e MET  zllo < Izl < llzllo,

wigc wszystkie A-normy sa réwnowaine. Wykonajmy niesbedne rachunki:

(P=)e)) = (F)(0)] = | [ fles(@)as = [ 1Gs,ste) s <
< [ 17(e,at@) - 160, w(6D)ds < [ £+ Jo(s) ~ wlo]ds =

= fL-e““ -e™AL |2(s) — y(s)|ds =

I
—-

L-e* .|z - yllads =

1
(e*E* — 1) - |z — y|la SX'E"“'NE—VHA-

Mnozac obie strony nieréwnodci przez e~ *£* i biorac maksimum z lewej strony,
otrzymujemy:

S| ©

1
1Pz Pyl < 5 == il

Zatem dla A > 1, odwzorowanie F jest kontrakcja wzgledem normy | - 1.

Na podstawie twierdzenia Banacha istnieje dokladnie jeden element

z € C[0, T) (jedna funkcja) taki, e Fz = z, ktéry jest szukanym rozwiazaniem
réwnania (1). O

Wiemy juz, e rozwiazanie istnieje, ale nie wiemy, czemu jest réwne. Gdy
przypomnimy sobie teras konstruktywny dowdd twierdzenia Banacha, to
stwierdzimy, e rozwiazanie z mozemy z dowolna dokladnoscia aproksymowaé
za pomoca ciagu funkcji okreslonych indukeyjnie:

30(3] = f| -
@) Znsa(t) = €+ Of(s, zn(s)),ds, n=0,1,2,...
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Dysponujac ta obserwacja mozemy wyliczyé (a nie zgadnaé!) rozwiazanie
réwnania: z'(t) = z(t), t € R, z warunkiem pocratkowym z(0) = 1. Wéwczas
odpowiednie réwnanie calkowe ma postaé

t

sft)= 1+fz[s)ds.

0
Korzystajac ze wzoru (3), otrzymujemy:
t? t3 "
za(t) =1+t + gitg oty n=01L2..

Granica tego ciagu jest funkcja z(t) = ¢*, t € R.

7 pomoca twierdzenia Banacha moéna udowodni¢ (lub uproécié dotychczasowe
dowody) wiele wagnych faktéw, np. twierdzenie o funkcji uwiklanej, twierdzenie
Stone'a—Weierstrassa o aproksymacji [9], twierdzenie o niezmienniczosci obszaru.

Czas wreszcie wspomnief o inspirnjacej roli twierdzenia Banacha. Analizujac
jego zalozenia latwo mozemy przekonad sie, ze sa one w opisanej sytuacji
optymalne.

Samo twierdzenie doczekalo sie¢ réznorodnych unogélnied. Na przyklad teza
twierdzenia pozostaje prawdziwa w przypadku, gdy odwzorowanie T' jest ciagle,
choé nie jest kontrakcja, ale
. ; d(T"z, TMy)
n - SN S = d,
Jim ¥/|Tn| < 1, gdzie |T"| sup{ z.9) iz#yY
(inaczej: gdy T' jest odwzorowaniem ciaglym i ktérad jego iteracja T* jest
kontrakeja).

7 drugiej strony twierdzenie Banacha sprowokowalo caly szereg pytai.
Najbardsziej inspirujacym okazalo sie pytanie o warunki gwarantujace istnienie
punktu stalego dla odwzorowar nieoddalajacych, tzn. spelniajacych warunek:

A d(Tz,Ty) <d(z,).

2, yEM
Pokusa byla wielka. Wefmy bowiem zbiér wypukly domkniety i ograniczony
w przestrzeni unormowanej (E, || - ||) oraz odwzorowanie nieoddalajace

T:C — C, punkt z € C, € > 0. Przeksztalcenie Tyz =¢-z+ (1 —¢) - Tz jest
juz na zbiorze C kontrakcja: dla dowolnych z,y € C,
|Tez—Teyll =|le-2+(1—€) Tz—e-z—(1—¢)-Ty| <
<(1-¢)||Tz- Tyl <(1-¢)-flz—yl-
Na podstawie twierdzenia Banacha dla kaidego = > 0 istnieje punkt z, € C taki,
se Tez, = z,. Wowczas
lze = Tzell = [|Teze — Tzel| = |l -2 + (1~ €) - Tae|| <
<e-|z—Tz|| <e-diamC.
Wobec dowolnoéci liczby € > 0, inf{||z — T'z|| : z € C} = 0. Wynik ten nie
gwarantuje istnienia punktu stalego, ale pokasuje, ie W tej sytuacji istnieja
punkty, ktére sa dowolnie malo przesuwane.

Jezeli C jest dodatkowo zbiorem zwartym (jest to bardzo mocne zalozenie), to
punkt staly oczywidcie istnieje. H(z) = ||z — T'z|| jest funkcja rzeczywista ciagla
i jako taka osiaga infimum na zbiorze zwartym — gwarantuje to twierdzenie
Weierstrassa. W przeciwnym wypadku moze by¢ régnie, na przyklad:
w przestrzeni ¢g, clagéw rzeczywistych zbieznych do zera z norma
[[{zn}|| = max{|za| : n = 1,2,...} okredlamy zbiér

C={{zn}€co:0<2, <1, n=12,...}
i odwzorowanie T : ¢ — C wgorem T'(z3,Z2,...) = (1, 2y, Zo,...). Jest to
izometria, ktéra nie ma w zbiorze C punktu stalego. Ciag, ktéry bylby punktem
stalym tego odwzorowania speiniatby warunek 1 = z; = 72 = ..., natomiast

(1, 1, ~— } é cp.
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Dopiero w 1965 roku nastapita prawdziwa eksplozja wynikéw. Niezaleinie od
siebie ukasaly si¢ prace F. E. Browdera [2], 3], D. Gohde [5], W. A. Kirka
6], ktére pokazaly, ie przy pewnych geometrycznych warunkach nalozonych
na praestrzeii i 2biér mozna sagwarantowal istnienie punktu stalego dla
odwzorowaii nieoddalajacych. Spowodowalo to zintensyfikowanie badai nad
geometryczna struktura przestrzeni Banacha i doprowadzilo do powstania
metrycznej teorii punktéw stalych (patrs [4]). W ten oto sposéb za sprawa
jednego twierdzenia odkryte zostaly nowe obszary matematyki.

W rozprawie doktorskiej S, Banach wprowadzil réwniez pojecie liniowej
przestrzeni unormowanej zupeinej, ktére to przestrzenie za sprawa M. Frécheta
syskaly miano przestrzeni Banacha. Ich znaczenie w matematyce zostalo
ugruntowane dzieki najwasniejszemu dzielu S. Banacha , Théorie des opérations
linéaires” oraz wynikom uzyskanych przez grupe jego wspélpracownikéw
tworzacych tzw. lwowskq sskole matematyczna. Byli to H. Steinhaus, S. Magzur,
J. Schauder, S. Ulam, M. Kac, W, Orlicz, S. Kaczmarz, H. Auerbach.

Wiasnosci wyrazone w okreéleniu przestrzeni Banacha zapewniaja, ze jest to
ogdlny obiekt abstrakcyjny, ktéry obejmuje bogata klase przestrzeni, jakie
czesto wystepuja w prakiyce matematycznej. Dazieki przestrzeniom Banacha
mozna odejéé od badania sytuacji w konkretnych przestrzeniach (co wymaga
czasem duzej pomystowoéci) na rsecsz badania umiejetnie okreslonych sytuacji
ogélniejszych. Niejednokrotnie jest to nie tylko bardsiej efektywne, ale réwnies
latwiejsze, gdyi w obrazie badanego obiektu uwypuklone sa najistotniejsze jego
cechy, zaé réinorodne, mniej istotne szczegbly pozostaja w tle. I to jest jedna
# idei Banacha.

Gdy sie obecnie o tym pisze wyglada to bardzo prosto i naturalnie. Zatem,
gdzie thwi istota tego pomystu? Oczywiscie w umiejetnym odkryciu wspélnych,
najwaziniejszych cech badanych obiektéw.

I jeszcze jedno, dzielo S. Banacha ukazalo po raz pierwszy skutecznosé podejdcia
geometrycznego i algebraicznego do badania probleméw analizy liniowej.
Wspélczednie metody te nadal sa rozwijane i stanowia jeden z wazniejszych
sposobéw badania probleméw analizy nieliniowej, w ktérej jesacze wiele
zagadnief czeka na roswiazanie.

Studiowanie prac S. Banacha i analizy funkcjonalnej to przyjemnodé i wspaniala
przygoda.
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