Sur les solutions d’une équation fonctionnelle

de J. Cl. Maxwell

par

S. Banach et S. Ruziewicz

En examinant la loi de la distribution des vitesses des molécules
d’un gaz J. OL. Maxwell est arrivé & considérer une équation fonctionnelle
de la forme

(1) Fln)f()f(w) = @(u?+02+w?);

il g’agit de déterminer les fonetions f(x) et ¢(x) d’une variable réelle de
sorte que P’équation (1) subsiste pour tous les u, v, w réels. Nous ne nous
arréterons pas & considérer le raisonnement par lequel Maxwell arrive
4 cette équation; nous nous occuperons seulement de sa résolution gui
présente quelque intérét au point de vue mathématique. La méthode
classique de la résolution de I’équation (1) consiste en ce que I’on fait
certaines hypothéses sur la nature de la fonction f (on admet par exemple
quw’elle soit dérivable); on réduit ainsi la question & la résolution d’une
équation différentielle.

Le but de cette Note est de déduire, 4 Paide d’une méthode élémen-
taire, foutes les résolutions de I’équation (1).

Dang Péquation fonctionnelle (1) nous pouvons avoir:

(2) p(x) = 0 pour tous les » > 0.

Nous avons dans ce cas

pour tous les x réels.
En effet, si nous avions f(x,) # 0, nous aurions

[f(®o) 12 = ¢(3w5) # 0,
contrairement a (2).
Le systéme des fonctions (2) et (3) fournit une résolution continue
de ’équation (1).
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Supposons maintenant qu’on n’ait pas constamment ¢(x) = 0. On

a alors
@(0) = 0.

En effet, pour un x,, nous avons
@(zy) # 0.
En posant v =0, v =0, w = 1/5; (*), nous trouvons

LF(0)12f(w) = @(x,) # 0,

done
(4) f(o)y #0
et
[f(0)]® =¢(0) 0
Posons

Distingnons deux cas:

«) on & constamment @(#) = 0 pour z > 0;
B} il existe un x, > 0 tel que ¢(x,) # 0.

Le eas «) n’offre aucune difficulté. Dans ce cas nous avons:

[f(0)]? = a,
done
£(0) = Va.
Si o =£0, on a
f [f )2 = p(a?) =0,

d’on, d’aprés (4),
f(x) = 0 pour tous les & =4 0.
Les fonctions

3 —
=Va, flz)=0 pour & £0,

et
¢(0) =a, @(@)=0 pour 2 #0

satisfont & 1’équation (1) et fournissent une mnouvelle solution (discon-
tinue) de cette équation fonctionnelle (2).

Considérons maintenant le cas B). Dans ce cas on a constamment
p(x) # 0; en effet, si Von avait .

(5) () =0 pour un £ >0,
on aurait

VEFVE) = ¢(&) = 0.

(*) Nous ne considérerons dans cette Note que les radicaux arithmétiques.
(2) Dans I’équation (1) généralisée pour n variables on a > 0 si n est pair.
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d’olr, d’aprés (4): B
fe =o.

On en déduit, pour tout y réel:

FOFVOf ) = p(é4y?) =0,
c’est-a-dire
(5a) @(x) = 0 pour tous les x = &,
Envisageons la borne inférieure &, de tous les x > 0 pour lesquels

g (x) = 0. Cette borne inférieure ne peut étre nulle, d’aprés 'hypothése B)
et d’aprés la remarque que (5) entraine (ba). Nous avons done:

0 0< ,
® {99(09) #0  pour @ < &

ple) =0 pour &> &,.

Posons
(7) w =1/ 22,
) 2
— 2-V2
(8) k=Vé&,: i

nous aurons

k T\2
f(uo - §)f<uo+k>f(0> — w((u — ) ot k)-‘*).

Or d’apres (7) et (8) on a les inégalités

. B\* 72_539—2@

(9) ("0—5) + (Up+ k)2 = 05 > &y,
‘0 AN 5V2 -2\’

(10) (“0_‘2“) = O(T) < &,
(11) (o +R)? = £y (%V—) < &

D’apreés (6) et (9) on a

k
lno— 5}ttt o,

d’ol, d’aprés (4), il résulte soit

ot
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ce qui donnerait

ce qui est impossible, d’aprés (10) et (6), soit
f(u0+k) =0,

d’oi1, en g’appuyant sur (11) et (6), on aboutirait de méme & une contra-

dietion.
On a done dans le cas f):

(12} @(®) # 0 pour tous les » >0,

ce qui enfraine
(13) f(z) # 0 pour tous les » réels.

Dans le cas §) nous distinguerons 3 leur tour deux cas (*):
By f(0) >0, B, f(0) <O.

Dans le cas B,) nous avons

7 [f(]/ %)] = 7(@),

ce qui démontre, d’apres (13), qu'on a

(14) p(®) >0 pour x=0.
On a alors
(15) f(x) > 0 pour les x réels,

puisque autrement on aurait pour un z,

[F(0)12f (o) = @(a5) <O,
contrairement & (14).
On prouverait de méme que, dans le cas 8,)

p() <0 pour w=0

et
f(z) < 0 pour tous les x réels.
Posons
(16) flz) = F(x),
(17) @(w) = O(x).

I’équation (1) donne

B () T (0) F () = ®(u+v?+w?);

(1) Cf. la remarque préecédente.
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en prenant les logarithmes réels, ce qui est possible d’aprés (12), (13),
(16) et (17), et en posant

(18) ' 1gF(x) = y(w),

(19) lg®(w) = x(w),

nous obtenons

(20) p(u)+y(0) +y(w) = x(u+v?+w?).
En posant

on a

or, en posant

on a

p(u)+29(0) = y(u?),
d’olt
(21) p(u) = y(u?)—%x(0).

En substituant (21) dans (20), on obtient

(22) 1 () 4y (02) +x (w?) —2%(0) = y (u+o2-+w?).
Posons
u2=U, szV7 w2:W7

(23) % (2)—x(0) = H(z);
Péquation (21) devient alors
(24) HO)+H(V)+H(W) = H(U+V+W) (2).

Admettons que nous ayons une fonction quelcongue satisfaisant
a Péquation (24). En vertu de (23), (21), (18) et (19) on a done

iL'z .’/EZ
F(r) = T8O — g7
D(x) = @20 Aaeﬂ(x)’
d’ol;, moyennant (16) et (17):
(25) @) = £4MD, (@) = £4°67),
les signes dans les deux formules étant tous les deux positifs ou tous les

deux négatifs (%).

(1) L’équation (24) a été déduite pour U, V, W > 0; si I'on pose H{—=x)
= —H (), I’équation (24) subsiste pour tous les U, V, W, réels.
(2) Pour un nombre pair de variables on a évidemment f(x) = F (), p(®) = D (x).
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Done, pour que les fonctions f(w) et g(x) satisfassent & 1’équation
(1) dans le cas B), elles doivent étre de la forme (25), A étant un nombre
réel indépendant de » et H (») une fonetion satisfaisant & équation (24),
¢’est-a-dire une fonetion additive.

D’autre part, on vérifie sans peine que les fonctions de cette forme
satisfont effectivement & I’équation (1).

On sait que, dans les hypothéses beaucoup moins probables que
celle de la dérivabilité de la fonection H (x) (ce qui est nécessaire pour que
¢@ ait une dérivée) p. ex. dans la condition que H(x) soit bornée, ou
quelle soit continue an moins dans un point, ou qu’elle soib mesurable
au sens de M. Lebesgue, ’équation fonctionnelle (24) admet une réso-
lution unique qui est une fonection linéaire

d’olt
f(z) = A,  g(x) = Ae™.

Or, comme ’a démontré M. Hamel, I'équation (24) a une infinité
de résolutions discontinues. D’aprés les propriétés les plus simples de la
fonction exponentielle et d’aprés la définition des fonctions mesurables,
les fonctions H(x) et ¢2® gont en méme temps mesurables ou non.

En résumant les résultats obtenus, nous arrivons aux théorémes
suivants:

1) Toutes les résolutions continues de Véquation (1) sont de la forme
fla) = Ae™, (@) = 43¢,
ot A et o sont des constantes réelles quelconques.

2) L'équation (1) admet une solution unique qui est discontinue et
mesurable:

f0)=a, fl@)=0 pour o #0,
p(0) = a®, ¢(w) =0 pour x #£0.
3) Léguation (1) admet une infinité de solutions mon mesurables de la
forme ' ,
J@) = 46", (@) = 436",
o H(x) est une fonction additive non linéaire.

4) Les fonctions énumérées dans les théoremes 1), 2) et 3) présentent
toutes les solutions de Uequation (1).

Observons qu’on pourrait résoudre d’une maniére analogue P'équa-
tion fonctionnelle de la forme

(I) F@)f (). . f () = (i +ul+... +-un),

() V. p. e. Fundamenta Mathematicae 1, p. 116 et p. 123.
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ol # et k sont deux nombres naturels donnés quelconques. Les résultats
seraient analogues.
Dans le type de I’équation (I) rentre I’équation fonctionnelle

f)f(v) = f(u+v)
étudiée par Cauchy.
Remarquons enfin qu’en introduisant de légeéres modifications on
pourrait discuter Péquation

F)f(v)f(w) = @(u?4-0*+w?),
pour
w2 4v2-tw? <1,

d’ott Pon déduirait sans peine les résolutions de V’équation

F)f(o)f(w) =k

u?+o?-tw? =1.

pour

Nous traiterons en une Note ultérieure les équations de cette forme.




