Sur la décomposition des ensembles de points
en parties respectivement congruentes™

Par

S. Banach et A. Tarski

Nous étudions dans cette Note les notions de I’équivalence des ensem-
bles de points par décomposition finie, resp. dénombrable. Deux ensembles
de points situés dans un espace métrique sont dits équivalents par dé-
composition finie (ou dénombrable), lorsqu’ils peuvent étre décomposés
en un nombre fini et égal (ou une infinité dénombrable) de parties dis-
jointes respectivement congruentes.

Les principaux résultats contenus dans le présent article sont les
suivants:

Dans un espace euclidien & n =3 dimensions deux ensembles arbi-
traires, bornés €t contenant des points intérieurs (p. ex. deux spheres & rayons
différents), sont équivalents par décomposition finie.

Un théoréme analogue subsiste pour les ensembles situés sur la surface
d’une sphére; mais le théoréme correspondant concernant Uespace euclidien
& 1 ou 2 dimensions est faux.

D’autre part:

Dans un espace euclidien & n > 1 dimensions deux ensembles arbi-
traires (bornés ou mon), contenant des points intérieures, sont équivalents
par décomposition dénombrable.

La démonstration des théorémes précédents s’appuie sur les résul-
tats der MM. Hausdorff, Vitali et Banach ('), qui concernent le prob-
léeme général de mesure; elle fait done usage de Paxiome du choiz de M. Zer-
melo. Le role que joue cet axiome dans nos raisonnements nous semble
mériter Pattention.

* Commenté sur p. 325.

(Y F. Hausdortf, Grundeiige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 401 et 469;
G. Vitali, Sul problema della mesura det gruppi di punii di una rella, Bologna 1905,
et Banach [9].
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Envisageons, en effet, les deux théorémes suivants, qui résultent
de nos recherches: :

1. Deux polyédres arbitraives sont équivalents par décomposition finie.

I1.(}) Deux polygones différents, dont Uun est contenu dans autre,
ne sont jamais équivalents par décomposition finie.

Or, on ne sait démontrer aucun de ces deux théorémes sans faire
appel & Paxiome du choix: ni le premier, qui semble peut-étre paradoxal,
ni le second, qui est en plein accord avec lintuition. De plus, en analysant
leurs démonstrations, on peut constater que I’axiome du choix intervient
dans la démonstration du premier théoréme sous une forme bien plus
restreinte que dans le cas du second.

§ 1. Les propriétés générales de I'équivalence par décomposition
finie ou dénombrable

Les raisonnements de ce § sont valables pour les ensembles de points
situds dans un espace quelconque, sur lequel est faite I’hypothése unique
qu’a tout couple de points {a, b) correspond un nombre réel g(a, b) appelé
distance des points a et b. Seuls les corollaires 14-15" concernent l'espace
euclidien.

Définition 1. Les ensembles de points 4 et B sont congruents,

A~ B,

il existe une fonction ¢, qui transforme d’une fagon biunivoque A en B
et satisfait & la condition: a, et a4, étant deux points arbitraires de I’ensem-
ble 4, on a

o(ay, ay) = olp(al), plas)].

Dans ce qui suit nous supposons connues les propriétés élémentaires
de la notion de congruence.
Définition 2. Les ensembles de points 4 et B sont équivalents par
décomposition finie:
A = B,

§'il existe des ensembles A,, A,,..., 4, et By, B,, ..., B,, qui remplis-
sent les conditions suivantes: :

k=1 k

=1
I1. A, xA4; =0 = B XBy, lorsque 1 <k <<l < n;
TIl. Ay~ By pour 1 <k < n.

(*) Ce théoréme peut &tre regardé comme une généralisation du théoréme connu
de la Géométrie Elémentaire, appelé parfois amiome de De Zolt. Cf. A. Tarski, Sur
Uéquivalence des polygones, Przeglad mat.-fiz. 2-3, Warszawa 1924.
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Définition 2.” Les ensembles de points 4 et B sont équivalents par
décomposition dénombrable:
4 = B,

il existe des ensembles, 4,, 4,,..., 4,,..., et By, B,, ..., B, ..., qui
remplissent les conditions suivantes:

I. A= YAy et B= Y By;
k=1 k=1

II. Ay x4y =0 = B, XDBy, lorsque k #1;
ITY. A, =~ B pour tout & naturel.

Dans les théorémes 1-15" qui vont suivre nous établissons les pro-
priétés élémentaires des notions introduites ci-dessus, en ne nous bornant
d’ailleurs qu’a celles qui nous seront utiles dans la suite. A tout théoréme
concernant ’équivalence par décomposition finie correspond un théoréme
sur D'équivalence par décomposition dénombrable; les démonstrations
des théoréemes correspondants étant tout-a-fait analogues, nous nous
bornons a n’en donner gu’une geule.

THrorEME 1. 8¢ A = B ou bien A =~ B, on a A = B.

C’est une conséquence immédiate de la définition 2. En tenant compte
que 0 ~ 0, on en déduit le

THEOREME 1. 8t 4 = B, 4 ~ B ou bien A = B, on a A = B.
TrasoriME 2. 8¢ 4 = B, on a B = 4.

ToEoREME 2. Si A = B, on a B = A.

Ces théorémes résultent aussitét des définitions 2 et 2.
THEOREME 3. 8¢ 4 = B et B = C, on a A = C.
Démonstration. Soient:

(1) A = ﬁ‘Ak et B = ZHI’B,C,;
k=1 k=1

(2) B = ﬁ’Bl’ et (O = ﬁ’ol
=1 I=1

les décompositions des ensembles 4 et B, resp. B et ¢, qui satisfont aux
conditions I-ITI de la définition 2.

Posons:
(3) Bk’l:kaB{ pour I <k<netl<l<mg
de (1)-(3) il résulte aussitét que
(4) Bk:EBk,l pour 1<k <mn,
=
(5) B, = EBM pour 1<1<m.

a
L
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Suivant (3) et la condition II de la définition citée, on obtient encore:
(6) Bk‘JXBlil = 0, lorsque k& == k; ou bien | £ 1[;.

Les ensembles 4, et B, (1 <%k << n) étant congruents, on en déduit
selon (4) et (6) existence des ensembles Ay, Azs, ...y Aim, qui véri-
fient les formules:

(7) Ay = ZAW pour 1 <k<mn;

i=1
(8) Alc,zXAél,zl = 0, lorsque k = k, ou bien I 3 I;;
(9) A= DBy, pour 1 <k<netl<l<m.

De méme la congruence des ensembles Bj et ¢; (1 <1 < m) implique
en raison de (5) et (6) qu’il existe des ensembles C,;, Csyy ..., On; tels
que l'on ait: ‘

(10) ¢ = ZOM pour 1<l L m;

=1 '
(11) Oy X Ok g, = 0, lorsque k == k; ou bien I #
(12) Bry>=0y pour 1<k<netl<l<m.

En vertu de (1), (2), (7) et (10) on coneclut que

(13) A= Ay
k=1 1=1
(14) =D N0, = Cris
=1 k=1 k=1 1=1
de (9) et (12) on obtient enfin
(15) Ay =Cry pour 1<k<netl<l<m.

Les formules (13) et (14) nous fournissent une décomposition des
ensembles 4 et ¢ en un nombre fini (égal & =, m) de parties; suivant
(8), (11) et (15) cette décomposition remplit les conditions de la défini-
tion 2. On a donc

A=0, ecqfd

D’une facon tout-a-fait analogue on peut démontrer le suivant

THoorEME 3. Si A= DB e B= 0, on a 4 =5C.

Conformément aux théorémes 1-3’ les relations de Péquivalence

par déecomposition finie et dénombrable sont reflexives, symétriques et
transitives.
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THEOREME 4. 87 les ensembles A et B peuvent étre décomposés en des
sous-ensembles disjoints:

A= DAy, B= DB
k=1 k=1

de sorte que

on a

Démonstration. I’hypothese du théoréme implique qu'il existe
pour tout k, 1 < k < n, une décomposition des ensembles 4; et By,

my my
1) Ay = ZAk,z, By = ZBk,ly

[ =
qui satisfait aux conditions:
(2) Apy X Ap, =0 = B+ B, lorsque &k # k, ou bien 1 #1,;
(3) Ay~ By pour 1 <k<n 1<l<m.

De (1) on obtient:

n Mk n Mg
(4) A=Y M4 B= Y B
k=1 I=1 k=1 1=1
Conformément & la définition 2, les formules (2)-(4) donnent aunssitot:
A=B, ecgq.fd

THEOREME 4'. St les ensembles A et B peuvent élre décomposés en des
sous-ensembles disjoinis,

A= D A4y, B= >B; (resp. A= EA,“ B = > By,
k=1 k=1 k=1

de sorte que
Ay = By pour tout k naturel (resp. pour 1 <k <n),

orn a
A. % B .
THEOREME 5. A = B, il existe une fonction ¢ définie pour tous les points
de Densemble A et remplissant les conditions:
1. la fonction ¢ transforme A en B d’une fagon biunivogue;
II. € étant un sous-ensemble arbitraire de A, on a €= @(C) (7).

{(*) ¢ étant une fonetion définie pour tous les points de I'ensemble A, si € < A4,
@ (C) désigne Vensemble de tous les éléments ¢(p), out peC.
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Démonstration. Soit

n

(1) 4 = D' Ay, B= DB
k=1

k=1

une décomposition des ensembles 4 et B satisfaisant aux conditions
de la définition 2.

Les ensembles A, et Bj, étant congruents, il en résulte conformément
3 1, définition 1 Pexistence des fonetions ¢ (1 < k < n), qui transforment
A, en By sans altérer les distances des points transformés. Posons:

(2) ¢(p) = gr(p), lorsque pedy, 1 <k <n.

On en conclut sans peine, en vertu des propriétés de la décomposition
(1), que
(3) la fonction ¢ transforme d'une fagon biunivoque A en B.

Soit maintenant:

(4) C < A4;
posons:
(5) C,=0xA4;, pour 1<k<n.
De (1), (4) et () on obtient aussitot:
(6) 0= D Ch
i=1
(7) Crx0; =0, lorsque 1<k<l<n;
(8) O, c 4, pour 1<k<mn.
Selon (3), (4), (6) et (7) on déduit:
(9) 9(C) = D 9(Cu),
k=1
(10) p(0p) X @(C;) =0, lorsque 1<k<l<mn.

11 résulte enfin de (2) et (8), conformément & la propriété indiquée
des fonctions ¢y:
(11) Orzz@(Cy) pour 1<k<n.

Les formules (6) et (9) nous fournissent une décomposition des ensem-

bles € et ¢(C), qui remplit suivant (7), (10) et (11) toutes le conditions
de la définition 2. On a done

(12) 0 = ¢(C).

b
Tes conditions (7) et (12) prouvent que ¢ est la fonction cherchée.
TakoREME 5. Si A = B, il ewiste une fonction ¢ définie pour tous les

points de Densemble A et remplissant les conditions:
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L. la fonction ¢ transforme d’une fagon biunivoque A en B;

II. C étant un sous-ensemble arbitraire de A, on a C = ¢(0).

Lies théoréemes 5 et B’ impliquent aussitét les corollaires suivants:
COROLLATRE 6. 87 4 = B et sl existe une décomposition de Uensemble

A en des sous-ensembles disjoints:

A = ZA" (resp. A = 21%),
k=1 =1

tl exwiste aussi une décomposition de Uensemble B en des sous-ensembles
disjoints:

n

B= DB, (resp. B = E’Bk)

k=1 k=1
tels que

Ay = Br pour 1 <k <n (resp. pour tout k naturel).

COROLLAIRE 6'. 8t A = B et 'l existe une décomposition de I’ensemble
A en des sous-ensembles disjoints:

A = ZA" (resp. A = jjfik)a
k=1 k=1

1l existe aussi une décomposition de Vensemble B en des sous-ensembles
disjoints:

B = ZWB,C (resp. B = in)
k=1 E=1

tels que
P = By pour 1 <k <n (resp. pour tout k naturel).

COROLLAIRE 7. 81 A = B, & tout sous-ensemble O de A correspond un
sous-ensemble D de B assujetii aux conditions:

I. O = D;

I1. 80 O £ A4, on o D == B.

COROLLAIRE 7'. 8% A = B, & tout sous-ensemble C de A correspond un
sous-ensemble D de B assujetti auw conditions:

I. €= Dj

II. 56 C £ 4, on a D # B.

Les théoremes 8 et 8’ que nous allons établir maintenant vont jouner
un réle important dans les raisonnements des §§ suivants.

TuEorEME 8. 87 4y < 4, B, <« B, A= B, ¢¢ B=4,, on a
A = B.
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THEOREME 8. 8i 4, c A, By =« B, A = B, el B 4,, on @
A =B.

Démonstration. Conformément aux théorémes 4-5', les deux
relations envisagées dans cet ouvrage — P’équivalence par décomposition
finie et dénombrable — possédent les propriétés (a) et (£) que Banach
a définies dans la Note [12]. Done les théorémes 8 et 8 mne présentent
qu’une conséquence immédiate du théoréme 3 établi dans la Note citée,
qui conecerne toutes les relations possédant ces deux propriétés.

COROLLAIRE 9. 8i A > B> O et A=0C,ona A=Be B0

COROLLAIRE 9. 8i A > B> C et A=C,ona A=DBe B=C.

On déduit ces corollaires” directement des théoréemes précédents,
si on y remplace A, par B ainsi que B; par € et si I’on applique ensuite
les théorémes 1 et 3, resp. 1’ et 3'.

TuforEME 10. 8¢ A = A+By pour 1 <k <mn, on ¢

A=A+ D By
k=1

Démonstration. Nous envisageons deux cas.

(a) Les ensembles A, By, By, ..., B, sont disjoints.

Nous allons procédér par linduction. Le théoreme étant évident
pour n = 1, supposons qu’il est vrai pour n = »’ et prouvons qu’il subsiste
encore pour n = »n'-1.

On a donec:
(1) A=A+ D By
k=1
(2) A T A+Bn'+17
(3) AXBy,, =0 =By, %X ) By
k=1
Conformément au théoréme 4, on obtient de (1) et (3):
741
(4) A+By, A+ k_}: By.
=1

De (2) et (4) il résulte aussitét, en vertu du théoreme 3:
w1

A?A+2Bk, c. q.f. d.
k=1

(b) Le cas général. Posons:
k—1
(5) B, = B,— A, B,'C:Bk—(A+2Bl) pour 2 <k < m;

=1
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on en conclut sans peine:
(6) At Y'Bi = A+ DB,
#=1 i1

(7) A+B, « A+B, pour 1<k<n.

Appliquons maintenant le corollaire 9, en y remplacant A par
A-+By, B par A--By, et C par A. On obtient suivant (7) et ’hypothése
du théoréme:

(8) A?A—FB;; pour 1<k <.

En raison de (5), les ensembles A4, B;, B;, ..., B, sont disjoints.
Le cas (a) étant déja établi, on déduit de (8) et (6):

A5 A+ Y B =A+ Y B
k=1 k=1

Le théoréme 10 est done completement démontré.
TrEorEME 10'. Si 4 = A+By pour 1 <k <n, on o

F=1

Le théoreme 10’ peut étre étendu au cas d’une infinité dénombrable
de sommandes; mais cela demanderait une démonstration spéciale, bien
plus compliquée.

Le théoréme auquel nous passons & présent est surtout important
dans les raisonnements du § 2, C.

THEOREME 11. 8i A, = 4,, By = B,, A;+4, = B,+B; et A, X4,
=0 =DB,XB,, on a

4, = B;.

Démonstration. M. Kuratowski a établi dans sa Note Une pro-
priété des correspondances biunivoques (Fund. Math. VI, p. 243) un théo-
reme général concernant des relations reflexives, symétriques et transiti-
ves, qui possedent les propriétés («) et (B) (*). Le théoréme 11 en résulte
aussitot au cas o 4,44, = B;+B,.

Pour passer au cas général remarquons qu’en vertu du corollaire 6
I'ensemble 4,-F+A4, se décompose en deux sous-ensembles disjoints:

A4,+4, = »B1+B;
tels que

(1) B;_T—B17 B;?Bz-

(1) Cf. la démonstration des théorémes 8 et 8.
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Comme B; = B,, on obtient de (1) suivant le théoréme 3:
B = By;
en raison du cas précédent, on peut done conclure que
(2) A, = Bl
Les formules (1) et (2) donnent aussitot:
Ay By, c.q. f. d.
TutorEME 11°. 8¢ 4, = A4,, By 3 By, A, +A4,= B,+B; et A, x4,

=0 =B, XB,, on a
) Al?Bv

Dans les corrollaires 12 et 12’ nous allons donner une généralisation
facile des théorémes précédents.

COROLLAIRE 12. Ay, Ay, ..., A, ainsi que By, By, ..., By élant des
ensembles disjoints, si

I. Al?Ak et Bl?kaow 1<k <2y

2 o
I Y A= > By,
k=1 k=1
on & A, B;.
Démonstration. En vertu du théoréme 11, le corollaire est vrai,

lorsque » = 1. Pour appliquer le principe d’induction, supposons que
le corrollaire subsiste pour n = »n’ et prouvons qu’il subsiste encore pour

n =n'-+1.
On a donec:
(1) Ay = Ag et By= B, powr 1<k< oM+t
2n1+1 2n1+1
(2) D dx5 Y B
gt =1
Posons:
5™ 2n1+ 1 M 2n1+ 1
(3) A= D4y, A"= D Ay, B = NMB, B"= ) B
k=1 k=2"141 k=1 2"141

Suivant le théoréme 4, de (1)-(3) on conclut aussitot:
(4:) AI _T_ A/l" B/ ? BII7 AI +AII ? B/_‘_BII-

Les ensembles A’ et A’ ainsi que B’ et B” étant disjoints, on déduit
selon (4) du théoréme 11:
(5) : A’ =B
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Les formules (1), (3) et (b) prouvent que les ensembles A,, A,, ..., Am
et B, B,, ..., By remplissent I'hypothése du théoréme. Conformément
& notre supposition, on obtient done:

4y =By, ec.q.fd

COROLLAIRE 12°. A,, 4,, ..., Ay ainsi que By, By, ..., By étant des
ensembles disjoinis, si

I. Ay = Ay et By = Ag pour 1 <k < 2%,
on oM

I D) A = > By,
k=1 k=1
on a 4, = B;.

TrEOREME 13. 8 A = B et si A appartient & une classe d’ensembles K,
qut remplit les conditions smv(mtes
I lorsque XeK et YeK, on a X+YeK;
II. lovsque XeK et ¥ = X, on o YeK;
II1. lovsque XeK et Y o~ X, on a Ye K,
alors DPensemble B appartient & la classe K aussi.
Démonstration. Soit, conformément & la définition 2,

n

(1) 4= YAy, B= DB
k=1

une décomposition des ensembles 4 et B en parties disjointes respecti-
vement congruentes.

La condition II de 'hypothése du théoreme implique selon (1):

Are K pour 1 <k < n;
il en résulte suivant la condition III:
(2) Bre K pour 1<k < n.

Comme la condition I peut é&tre étendue par une induction facile
au cas de somme d’'un nombre fini quelconque d’ensembles, on conclut
en vertu de (1) et (2):

BeK, vc. q.1d.

THEOREME 13'. 8¢ A = B et si A appartient & une classe d’ensembles K,

gui remplit les conditions suivantes:

1. lorsque X, e K pour tout n naturel, on a > X,cK;

=1
IL. lorsque XeK et ¥ <« X, on a Ye K;

. lorsque Xe K et ¥ >~ X, on & Ye K,
alors Uensemble B appartient & la classe K aussi.
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Les deux théorémes précédents impliquent immédiatement les
corollaires suivants:

A et B élant des ensembles situés dans un espace euclidien & un nombre
fini quelconque de dimensions, on a:
k COROLLAIRE 14. 87 A = B el A est non-dense (1), B est non-dense aussi.

COROLLAIRE 14". St A =B et A est de 1% catégorie au sens de Buaire,
B est de 1% catégorie aussi.

COROLLAIRE 15. 87 4 = B et A esi un ensemble mesurable au sens de
Peano-Jordan de mesure nulle, B est aussi un ensemble mesurable au
méme sens de mesure nulle.

COROLLAIRE 15°. 8¢ A =B et A est un ensemble mesurable (L) de mesure
nulle, B est ausst un ensemble mesurable (L) de mesure nulle.

D’une fagon analogue on prouve que, A élant un ensemble borné,
st A= B, B est borné aussi.

§ 2. Les théorémes fondamentaux sur l’équivalence
par décomposition finie

Dans les raisonnements de ce § ainsi que du suivant nous considérons
des ensembles de points situés dans un espace euclidien & un nombre fini
arbitraire de dimensions.

A. L’espace euclidien a 1 ou 2 dimensions. Le plus important
théoréme de ce § est le théoréme 16, qui établit une condition nécessaire
pour que deux ensembles de points linéaires ou plans mesurables (L)
soient équivalents par décomposition finie.

THEOREME 16. A et B étant des ensembles linéaires ou plans, bornés,
mesurables (L), si A = B, on a m(4) = m(B) (2).

Démonstration. D’aprés un théoréme de Banach (3), on peut
attribuer & tout ensemble borné 4, situé dans un espace euclidien & 1 ou 2
dimensions, un nombre réel non-négatif f(A) de facon que les conditions
suivantes soient remplies:

I si A~ B, on a f(A) = f(B);
II. si AXB =0, on a f(A+B) = f(4)-f(B);
1. si A est mesurable (L), on a f(A) = m(4).

(*) L’ensemble (de points) A est dit ensemble-frontiére, lorsqu’il ne contient
aucun point intérieur.

I’ensemble A est dit non-dense, lorsque I'ensemble composé de tous les points
de A ainsi que de points d’accumulation de A est un ensemble-frontidre.

I’ensemble A4 est dit de 1% catégorie au sens de Buire, lorsqu’il est une somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles non-denses.

(?) m(A) désigne la mesure lebesguienne de 'ensemble 4 (la mesure lindaire, si on
envisage ’espace & 1 dimension, la mesure superficielle au cas de 2 dimensions ete.).

(®) Voir [9], p. 30-31.

Oeuvres
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Conformément & la définition 2, Phypothése du théoréme impli-
que lexistence des ensembles A4,, 4,,..., 4, et By, By, ..., By, qui
vérifient les formules:

(1) A= Ay, B= DBy
k=1 k=1
(2) Ape>= By pour 1<k <n;
(3) ApxA; =0 = ByxB; pour 1<k<l<n.

Bn vertu de I et (2) on obtient:
(4) f(Ar) =f(Br) pour 1<k<mn.

Ta condition I peut étre étendue par une induction facile aun cas
d’un nombre fini quelconque de sommandes disjoints. On peut done
conclure selon (1) et (3): ‘

(5) flay = Mfdn, f(B) = D f(Bw.
k=1 k=1

Les formules (4) et (3) donnent aussitéb:
(6) f(4) =f(B).
Suivant hypothése du théoréme on déduit enfin de III et (6):
m(Ad) = m(B), e¢.q.f.d

Le théoréme précédent ne se préte pas a Dinversion. Cela résulte
directement du corollaire 14: deux ensembles de points A et B, dont
I'un est non-dense et Pautre ne I’est pas, peuvent posséder la méme mesure
lebesguienne, bien qu’ils ne soient pas équivalents par décomposition
finie. Toutefois cette inversion a lieu dans un cas particuliérement simple,
notamment dans le cas des polygones. Pour §’en convaincre démontrons
d’abord le suivant _

TEMME 17. A étant un ensemble plan, qui n’est pas ensemble-frontiére(),
et B un ensemble-somme d'un nombre fini de segments, on &

A = A-+B.
Démonstration. Considérons deux cas.
(a) AXB=20.
Soit ¢ un eercle vérifiant la formule:

(1) CcA.

(1) Cf. la note (%), p. 129.
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L’ensemble B peut étre évidemment décomposé en un nombre fini
de segments (qui ne sont pas néeéssairement disjoints):

(2) B = By,
k=1

dont chacun est de longueur inférieure & celle du rayon de C.

Envisageons un segment arbitraire By, (1 <k < »). Soit D, un segment
congruent & By et situé sur un rayon du centre ¢, mais ne contenant pas
le centre du cercle. Choisissons un angle o incommesurable avec I’angle
droit et désignons par [}, (pour tout n naturel) le segment qu’on obtient
en faisant tourner de ’angle no le segment I}, autour du centre du cercle
(dans un sens fixe).

Posons:
(3) B == EDTH
’ A=—0
(4) | F= 3D,
Foe=
() G —=A—K.

Comme F < C, on obtient aussitét selon (1) et (3)-(5) la décompo-
sifion suivante des ensembles A et A -1-By:

{6) A=G+F+D, A+B,=G+E+E. .
On a évidemment
{7) G~6, F~HBH, D o=B,

car F' ’obtient de E par une rotation de P’angle a.

Enfin on déduit facilement de (3)-(5) ainsi que de la propriété indi-
quée de I'angle a (I'incommesurabilité avec Pangle droit) que les formules
(6) effectuent une décomposition des ensembles 4 et A LB, en des sous-

-ensembles disjoints. Conformément & (6), (7) et & la définition 2 on
a done: :

Le méme raisonnement étant valable pour tout segment Bj (1 <
k < m), on peut appliquer le théoréme 10. On obtient selon (2):

(b) Le cas général. L’ensemble 4 — B évidemment n’est pas ensemble-
-frontiére. Comme (A4 —B)xB = 0, on conclut en vertu de (a):

A—B=(A—B)+B = A+B.
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Cette formule et I’inclusion évidente:
A+B o A > A—B
impliquent, suivant le corollaire 9, que
A = A+B, ec¢.q.1fd

Grace &4 une remarque dtie & M. Lindenbaum, on peut énoncer
un théoréme analogue au lemme précédent pour les ensembles linéaires,
en remplacant le terme ,segment“ par ,point®.

TrEOREME 19. 87 les polygones A et B ont la méme aire, on o
A =B.

Démonstration. Les polygones A et B sont, comme on saif,
équivalents par décomposition au sens de la- Géométrie Elémentaire,
¢’est-a-dire on peut les décomposer en un nombre fini et égal de polygones
respectivement congruents sans points intérieurs communs. Soient
A, A, ..., A, et By, By, ..., By, les intérieurs de ces polygones partiels;
on a évidemment:

T

By.

43

(1) A=
k=1 k=1
n n

Comme les ensembles A — ZAk aingi que B-— ZBk se composent
k=1 k=1

d’un nombre fini de segments, on conelut en appliquant le lemme pré-
cédent:

n

(2) Z ZA“L( jAk) = A et de méme jBk?B

k=1 k=1 k=1
Suivant le théoréme 3, on obtient aussitét de (1) et (2):

A=B, cqfd

Les théoréemes 17 et 19 impliquent directement le

COROLLAIRE 20. Pour que deux polygones soient équivalents par dé-
composition finie, il fout et il suffit qu’ils aient la méme aire.

B. L’espace euclidien a 3 (et plus) dimensions. Les raisonnements
de cette partie concernent I'espace & 3 dimensions. Pour étendre les résul-
tats obtenus & Pespace & #» > 3 dimensions, il faudra considérer au lieu
des spheéres les ensembles de tous les points (xy, @, ..., %), dont les

coordonnées (réetilignes) satisfont aux econditions:
(0 — ) 4 (@ — o) (33 —a5)* = 0%, b <y <o pour 3 <k <,

ay, Gy, Gy, 0, b et ¢ étant constants.
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Pour établir le principal résultat de cet ouvrage — le théoréme 24
nous allons démontrer au préalable quelques lemmes.

LemumEe 21. Toute sphére S contient deux sous-ensembles disjoints A,
et A, tels que Pon ait:

S—?—Al et S?Az

Démonstration. Suivant le théoréme fameux, connu sous le nom
paradoxe de Hausdorff (1), on peut décomposer la surface de la sphére
8 en quatre sous-ensembles disjoints: B’, C', D’ et F’, dont ' est un
ensemble dénombrable et les ensembles B’, O’ et D’ vérifient les formules:

B ~ (04D, B ~(0 ~ D"

Soit p le centre de la sphere 8. Désignons par B, ¢, D et F les ensem-
bles-sommes de tous les rayons de la sphére S, le centre p exclu, dont
les points extérieurs appartiennent respectivement & B', (', D’ et E'.

On obtient évidemment de cette fagon la décomposition de la sphére
S en cinq parties “disjointes: '

(1) § = B+C+D+E+(p) (),
assujetties aux conditions:

(2) B~0+D,

(3) B>=C~D.

En ce qui concerne I’ensemble FE, nous n’en allons utiliser que la
propriété suivante, indiquée déja par M. Hausdorff:
(4) il existe un vrai sous-ensemble F de B-+C+D tel que B~ I,

on peut g’en convaincre facilement, en faisant tourner convenablement
la sphére § autour d’une de ses axes.
De (2) et (3) on obtient sans peine:

B?B—FC, B+O?B—I—O+D,

d’ou en vertu du théoréme 3

(5) B = B--0+D.
Posons:
(6) 4, = B+E+(p);
les formules (1), (5) et (6) donnent, suivant le théoréme 4:
(7) ‘ S=A4,.

() F. Hausdortf, op. cit.,, p. 469.
(2) Le symbole (p) désigne ’ensemble composé d'un seul élément p.
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D’autre part, de (3) et (5) il résulte aussitos:
(8) C=B+C+D,
(9) D = B+0+D;

en appliquant le corollaire 7, on déduit de (4) et (8) l'existence d’un
ensemble @, qui vérifie les formules:

(10) F=@, &oux B=6;

(11) GeC et G#C. /
Soit, conformément & (11):

(12) qgeC—G;

POSONS encore:

(13) Ay, = D+G4(q).

Les ensembles ¢ et D étant disjoints, on déduit de (11) et (12) que
les ensembles D, G et (q) sont disjoints aussi. Or, les ensembles (p) et (g)
étant évidemment cengruents, on conclut selon (1), (9), (10) et (13):

(14) 8= A,
On obtient enfin facilement:
S {15) A +4, <8 et 4, x4, =0.

Les formules (7), (14) et (15) prouvent que 4, et 4, sont des ensembles
cherchés.

Lemyve 22, S, et 8, étant des sphéves congruenies, on a

Sl ? Sl"{—'IS2.

Démonstration. Conformément au lemme précédent, soient A,
et A, des engsembles assujettis aux conditions:

(1) Sy 4y, 854
(2) A 4A4, 8, et A;x4,=0.
En vertu de (1) et de Phypothése du lemme on 2a
Sy = Ay
le corollaire 7 implique done existence d’un ensemble B tel que
(3) B« 4,

(4) B=28,—8,.

f
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Suivant le théoreme 4, on conclut facilement de (1)-(4):
{5) Ay +B = 81+ (8, —81) = 8;+8,,
(6) A+B < §8; « 8{-+8,.
Les formules (5) et (6) donnent aussitot, en vertu du corollaire 9:

Sy = 8,+8:, ¢q.fd

LEMME 23. 8i Pensemble borné A, situé dans un espace euclwlwn a3
dimensions, contient la sphere S, on a A = 8.

Démonstration. 4 étant un ensemble borné, on peut le décom-
poser manifestément en n sous-ensembles (non nécessairement disjoints):

(1) 4 = D By,
k=1

qui remplissent la condition:

{2) tout ensemble By, 1 <k < mn, est contenu dans une sphére 8§
congruente & S.

En vertu du lemme précédent, on a
8=8+8, pour 1<k<mn,

d’ol1, conformément au théoréme 10,
(3) 8 =84 D 8.
frat
D’autre part, on obtient selon (1), (2) et Yhypothése du lemme:
4) S c A CS—(*‘ZSk.
fms

En raison du corrollaire 9, les formules (3) et (4) impliquent direc-
tement:
A=8, ¢ q L d

Le lemme démontré tout-a-I’heure nous permet d’établir déja le

THEOREBME 24. Si deux ensembles arbitraives A et B, situés dans un
espace euclidien a 3 dimensions, sont bornés et ne sont pas ensembles-fron-
tiéres, on a

A=B.

Démonstration. Soient §, et S, des sphéres contenues dans A et B
respectivement; on peut évidemment supposer que

(1) ’ 8, 2= 8,.
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En vertu du lemme 23 on obtient:
(2) A?Sl et B?Sz.

Suivant les théoréemes 1 et 3, on conclut immédiatement de (1)
et (2):
4=B, c¢q.fd

Ainsi on voit qu’en particulier deux sphéres de rayons différents
sont équivalentes par décomposition finie, tandis que, comme nous Pavons
prouvé auparavant, deux cercles ne sont équivalents que lorsque leurs
rayons sont égaux. Cette différence essentielle entre les espaces & 2 et & 3
dimensions est intimement liée au fait que le probléme de 1la mesure trouve
la solution positive dans le premier cas et négative dans le second.

C. La surface de la sphere. Le théoréme 31, qui est fondamental
dans cette partie de nos recherches, prouve que la surface de la sphére
se comporte au point de vue de I’équivalence par décomposition finie
d’une facon tout-a-fait analogue & ’espace &4 3 dimensions.

LeMME 25. A et B étant des ensembles, situés sur la surface de la méme
spheére, si A nm’est pas ensemble-frontiére (par rapport & ceite sphére) et B
est composé des arcs des grands cercles en nombre fini, on a

La démonstration en est tout-a-fait analogue & celle du lemme 17.

LEMME 26. 8¢ les polygones sphériques A et B, situés sur la surface
de la méme sphére, ont les aires égales, on a

A=B

La démonstration se base sur le lemme précédent et ne différe pas
de celle du théoréme 19; on utilise le théoréme connu, suivant lequel
deux polygones sphériques, situés sur la surface de la méme sphére et
possédant les aires égales, sont équivalents par décomposition au sens
de la Géométrie Elémentaire (1).

LEMME 27. Toute surface S d’une sphére peut élre décomposée en deuw
sous-ensembles disjoints A, et A,, tels que Uon ait: 8 = Ay et 8= A,.

Démonstration. En raisonnant comme dans la démonstration
du lemme 21, on prouve lexistence des ensembles A4; et A, vérifiant les
formules:

(1) S=A;, S=A4y

(2) Ai+A, e 8 et AjxA, = 0.

(*) Gervien, Zerschneidung jeder beliebigen Menge von werschieden gestalieter
Figuren von gleichem Inhalt auf der Kugelfliche in dieselben Stiicke, Crelles Journal
5 (1883). .
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Posons:
(3) A, = 8—A4,;
de (2) et (3) on obtient sans peine:
(4) 8 =4,+4,, A x4, =0;
(3) S = 4, o A,.
Tn vertu de (1) et (5) on conclut encore, en appliquant le corollaire 9:
(6) S=4, et S=A4,.

Tes formules (4) et (6) prouvent que A4, et A, sont des ensembles
cherchés.

A Paide du corollaire 6, ce lemme se généralise par une induction
facile de la fagon suivante:

LEMME 28. n étant un nombre naturel arbitraire, toute surface S d’une
sphére peut éire décomposée en n sous-ensembles disjoints: Ay, Ay, ..., A,
tels que Don ait: S = A pour 1 < k< n.

LEMME 29. n étant un nombre naturel arbitraire, si la surface 8 d’une
sphere est décomposée en 2" polygones sphériques congruents sans points
intérieurs communs: By, By, ..., By, on a S = B,.

Démonstration. Posons:

k-1
(1) B, = By, BszkWZBZ pour 2 <k <2
=1

on obtient évidemment une décomposition de S en 2" sous-ensembles
disjoints:

oM

(2) 8§ = Y B

k=1

Comme tout ensemble B (1 <k <2") contient des points inté-
rieurs (par rapport & la surface §) et I’ensemble Bj— By, se compose d’un
nombre fini des ares des grands cercles (pouvant se réduire a un seul
point), on conclut suivant le lemme 25:

(3) B}, = B+ (By—Bj) = Bi.
11 en résulte aussitot en vertu de ’hypotheése du théoréme:
(4) By =B, pour 1<k<2"

Soit d’autre part, conformément au lemme 28,

2n
(5) 8= D4y
k=1
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une décomposition de la sphére S en des sous-ensembles disjoints tels
que

(6) S = Ay, donc aussi 4, = Ay pour 1 <k < n.

Selon (2) et (4)-(6) les ensembles A,, A,,..., A et By, B;,..., By
remplissent toutes les conditions du corollaire 12; on obtient donc:

(7) A, = B;.
Les formules (1), (6) et (7) impliquent aussitét que
S =B, c.q.fd

LeMME 30. 87 Pensemble A, situé sur la surface 8 d'une sphére, n'est
pas ensemble-frontiere (par rapport & cetle sphére), on a A = 8.

Démonstration. On prouve aisément que Pensemble A contient
un polygone sphérique 4., dont l'aire est 4x02/2" o désignant la lon-
gueur du rayon et » étant un nombre naturel suffisamment grand.

Décomposons S en 2" polygones congruents sans points intérieurs

communs:
o7

S = ZBk,

s
Suivant le lemme précédent, on obtient:
(1) S =B,.

Les polygones sphériques A4, et B, ayant la méme aire, on coneclut
en appliguant le lemme 26:

(2) A, = B;.
De (1) et (2) il résulte aussitot:

{3) S=A4,.
On a d’autre part:

(4) 8o 4o A4,

Les formules (3) et (4) donnent conformément au corollaire 9:
A=8, c¢q.tfd

Le lemme 30 établi, la démonstration du théoréme fondamental 31
est évidente.

THEOREME 31. 8% les ensembles de points A et B, situés sur la surface
de la méme sphére, ne soni pas ensembles-frontiéres (par rapport & cette
surface), on a

4 = B.
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§ 3. Les théoremes fondamentaux sur I'équivalence
par décomposition dénombrable

Les raisonnements de ce § concernent les espaces euclidiens & un
nombre arbitraire n de dimensions; mais pour fixer les idées nous allons
opérer dans Vespace & n = 1 ou n = 2 dimensions.

LEMME 32. A;, Agy ..oy Ay, ... btant des intervalles & n dimensions (1),

\

disjoints, congruents & un intervalle 4, on a

N4

45

Démonstration. Considérons le cas de n = 1 dimension.

Comme l’a indiqué M. Hausdorff (2) (en utilisant une idée M. Vitali)
on peut décomposer tout segment en une infinité dénombrable de sous-
-engembles disjoints équivalents par décomposition finie deux a deux.
Soient:

(1) 4 = D By,
k=1

gk

(2) A, = By pour tout m naturel
f=1

les décompositions correspondantes des segments A, Ay, ..., An,.
Tous ces segments étant congruents, on peut évidemment supposer que

Bp o2 By pour tous ket m naturels,
(3) Br= Bng  pour tous k, 1 et wm natureis.
On coneclut de (2):

(4)

mk-

nb/g

m=1k
Comme toute série double peut &tre transformée par la méthode
des diagonales en une série simple, les formules (1) et (4) fournissent une

lMg

décomposition des ensembles 4 et > 4, en une infinité dénombrable

m=1

(1) L’ensemble de points est dit intervalle & n dimensions, 8'il se compose de tous
les points (, @, ..., ¥x) assujettis & la condition: ¢ < zx < b pour I<k<g<naeth
étant constants.

2y F. Hausdorff, op. eit., p. 401. Strictement dit, M. Hausdorff décom-
pose non le segment tout entier, mais le segment sans une extrémité. Mais cet incon-
vénient, que Pon peut d’ailleurs éviter, n’a qu'une influence insignifiante sur les
raisonnements qui vont suivre.
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de parties disjointes, qui sont selon (3) respectivement équivalentes par
décomposition finie. En vertu du théoréme 4’ on en déduit que

A T ZAnw

M=1

ce qui prouve le théoréme pour le cas d’espace linédaire.

Pour en passer au cas de D’espace a n dimensions, n > 1, il suffit
de remplacer les points de tout segment décomposé par les infervalles
a4 n—1 dimensions perpendiculaires & lui.

LeMme 33. 4., Ay, ...y Ain, ... étant des intervalles ¢ n dimensions,
disjoints, congruents deux & deux, et E désignant Despace n-dimensionnel
tout entier, on a

oo

By YA,

M=1

Démonstration. Considérons le cas de n = 2.
Le plan F peut étre facilement décomposé en une infinité dénombrable
de carrés (non nécéssairement disjoints):

(1) B = ZBm
m=1
tels que
(2) Am >~ B, pour tout m naturel.
Posons
m—1
(3) ¢, = By, Cp = Bp— Z B pour tout m = 2.
fr
Selon (1) et (3) on obtient sans peine:
(4) B = 20777,7
m=1
(5) B,, » 0, pour tout m naturel.

Les formules (2) et (5) impliquent évidemment Pexistence des ensem-

bles Dy, Dy, ..., Dy, ... vérifiant les formules:
(6) On = Dy,
(7) A, > D, pour tout m naturel.
Les ensembles €y, C,, ..., Oy, ... ainsi que D,, D,, ..., D, ... étant

disjoints, on conclut de (4) et (6) conformément & la définition 2':

(®) p= YV,
m=1
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De (7) on déduit encore:

(9) . F > SAM ) ZO?DWL.
=1 Ma=1

En vertu du corollaire 9', les formules (8) et (9) donnent aussitos:

B = ZAm, e.q. f. d.
m=1

LEMME 34. Si Uensemble A, situé dans Vespace E & n dimensions,
n’est pas ensemble-fronti¢re, on « A = E.

Démonstration. Supposons comme auparavant que n = 2.

I’ensemble A contient évidemment un carré A'. Soient A4,, 4,,...
Ay, ... des carrés disjoints, congruents & A’ et situés dans le méme plan
E; Pexistence de tels carrés dans le plan est manifeste.

On obtient immédiatement, en appliquant les deux lemmes précé-
dents:

A e My et By DA,
Mm=1 m=1
d’oli, en vertu du théoréeme 3/,
A =H.
Comme en méme temps
EoAd-o A4,

on conclut, conformément au corollaire 9':
A=E, cqtfd

Le lemme 34 établi, on en déduit immédiatement le théoréme fon-
damental de ce §, notamment le

THEOREME 35 (1). Si les ensembles A et B, situés dans un espace eucli-
dien & un nombre quelconque de dimensions, ne sont pas ensembles fron-
lieres, on @

A = B.

Nous allons & présent généraliser la notion d’équivalence par décom-
position dénombrable, en introduisant la définition suivante:

Définition 3. Les ensembles de points A et B sont presque équi-

valents par décomposition dénombrable:

A= B,

() Un cas particulier de ce théoréme a été signalé par M. Sierpihski (L axiome
du choiz et son réle dans la Théorie des Ensembles et I Analyse, Bulletin de 1’ Académie
des Seciences, Cracovie 1918, p. 142).
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8’il existe des ensembles, A4,, 4,, B; et B, remplissant les conditions
suivantes;

T. A=A, 4, B=B, 1B, A, XA, = 0 — By, X By;
IL 4, = B,;
II1. 4, et B, sont megurables (L) (') et m(4,) = m(B,) = 0.

La relation définie tout-a-I’heure est évidemment reflexive et symé-
trique; nous allons prouver qu’elle est aussi transitive.

THEOREME 36. St 4 = B et B =0, onad = 0.
Démonstration. Soient:
(1) A4 = A1+A27 B = -B1+-B27
(2) : B = Bi"l“B;a C = 01+02

les décomposition des ensembles A et B, resp. B et (, b&tle&lS&l’lt aux
conditions- de la définition 3.
De (1) et (2) résultent aussitot les formules suivantes:
B, = B, xB,+B;XB;, By = B,XB;+B{xBy;

comme A, = B; et B; = (1, on en conclut en raison du corollaire 6 que
les ensembles 4, et C; peuvent étre décomposés en parties disjointes:

(3) Al = AI+A37 01 = O’+03

de sorte que l'on ait:

(4) AI?B1X~B17 O’%B1XB17

(5) A3 = BiXBy, Cy= B/ XB,.
Posons:

(6) A = Ayt dy, 0 =0y -0y

on obtient selon (1)-(3) et (6):

(7) . {1 — AI+A1/, C — O/+OI,

et on peut s’en convaincre facilement que les ensembles 4’ et A’ ainsi
que O’ et ("' sont disjoints.
De (4) on déduit encore:

(8) A =0

On peut enfin prouver que les ensembles 4’ et ('’ sont de mesure
nulle. On a, en effet, conformément aux propriétés des décompositions
(1) et (2):

(9) m(Ay) = m(B,y) = m(By) = m(C,) = 0;

(') Dans les raisonnements qui vont suivre nous supposons la notion de mesure
étendue aux ensembles non-bornés. Cf. F. Hausdorf, op. cit., p. 416.
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comme B;X By = By et BixXB, < B,, il en résulte que

(10) m(B,-+By) = m(B; XB,) = 0.
En appliquant le corollaire 15, on conclut selon {5) et (10):
(11) m(Ad;) = m(C;) = 0,
et de (6), (9) et (11) on obtient finalement:
(12) m(A"") = m(C"”) = 0.

Suivant la définition 3, les formules (6), (8) et (12) impliguent que
A = ¢, ec.qfd

Le théoréeme fondamental sur Péquivalence dénombrable entraine
manifestement la conséquence suivante:

8i les ensembles A et B, situés dans un espace euclidien, ne sont pas
ensembles-frontiéres, on a A = B. '

Nous nous proposons de donner dans le théoréme 41 une générali-
sation de cette proposition. : :

LrMME 37. A et B étant des ensémbles, situés dans un espace euclidien
& n dimensions, st A est mesurable (L), B est un ensemble ouvert ef m(A)
= m(B), alors & tout nombre réel positif & correspondent deux ensembles
fermés A, et By tels que Uon ait: 7

I. Aic A et Byc B, T1. 4, = By, IIL. m(4,) = m(By) > m{A4)—4.

Démonstration. Soit n = 2. ‘

Suivant un théoréme connu dans la Théorie de la Mesure, il existe
certainement un ensemble fermé borné A’ vérifiant les formules

(1) A" A et m(d)>m(4A) >m(4)—6.
Comme m(A4A’) < m(B), on peut prouver l'existence des ecarrés:

Ci,Cys...,Cp et Dy, Dy, ..., Dy, qui satisfont aux conditions suivantes
(Cy, et Dy, désignant les intérieurs des carrés €, et D; respectivement):

(2) les ensembles Cy, O, ..., Cy, ainsi que D;, D;, ..., D,, sont
disjoints;
(3) Cree Dy (X0t O~ Dy) pour 1<k< R
Vi3 m
(4) 4 < Zok et Z‘Dk < B.
k=1 k=1

De (1), (2) et (3) résulte Pexistence d’un ensemble fermé A; tel que
Von ait:

{5) 4, c A" <« 4,

(6) - m(dy) > m(4)—4,

(7) A, 20;;, donc A, = Z(Alxo,;).
k=1 k=1
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Soient, conformément & (3) et (7), Ey, H,, ..., B, des ensembles
jouissant de propriétés suivantes:
(8) B A, xC,  pour 1 <k<m,
(9) Ey c D, pour 1<k<m;
POSONS: ‘
(10) B, = DB
k=1
Selon (4), (9) et (10) on a évidemment:
(11) B, < B;
en vertu de (2), (7), (9) et (106) on obtient:
(12) A, = B,. |
Enfin, les ensembles A,xC;, 4,xCy, ..., A, xC,, étant fermés

(comme produits des ensembles fermés: A, xC; = A, x0}), on conclut
suivant (8) et (10) que les ensembles H,, H,, ..., F,, et B; sont fermés
aussi et que 'on a

{13) m(A,) = m(B,).

Les formules (5), (6) et (11)-(13) prouvent que A, et B, sont des
ensembles cherchés.

LeMME 38. A et B étant des ensembles de points, situés dans un espace
euclidien, si A est mesurable (L), B est ouvert et m(A) = m(B), on a A > B.

Démonstration. Nous allons définir par récurrence deux suites
infinies des ensembles {4,} et {B,} de la facon suivante:

I. 4, et B, sont des ensembles fermés, contenus dans 4 et B respecti-
vement et remplissant les conditions:

(1) 4, = By,

(2) m(A;) = m(B,) = 5 mid).

II. n étant un nombre naturel arbitraire, 4,_, et B, , sont des ensem-
n

n
bles fermés, contenus dans 4 — Y A, et B— D) By, et vérifiant les formules:
k=1 k=1

(3> An+1 ? Bn+17
1 n
(4) n(Ans) = m(Byy) = Sm(d— 34,

k=1

En se basant sur le lemme 36 on prouve par une induction facile
Pexistence de tous les termes des suites {4,} et {B,}. C’est en effet évident
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pour 7 = 1; et si les ensembles 4,, 4,,..., 4, et By, B,, ..., B, existent,
on obtient sans peine suivant (2) et (4):

(3

n
(5) A = ZA’“ est mesurable (L), B == ZBk est ouvert;
k=1 k=1

(6) m(A—é’Ak) :m(BﬁlésBk).

En vertu du lemme mentionné, les conditions (5) et (6) impliquent
aussitot 'existence des ensembles fermés A, ; et B, vérifiant (3) et (4).
I1 résulte immédiatement de la définition des ensembles 4,, 4,, ..., 4,
ainsi que B,, B,,..., B, qu’ils sont tous fermés, disjoints et contenus
dans 4 et B regpectivement.
On peut done conclure:
limm(A4,) = limm(B,) = 0,

N—00 N—>-00

d’olt en raison de (4) et (6)

n "
(7) ii_glom(A—l;Ak) :nliﬁm(B—kg;Bk) = 0.
Posons:
(8) A = ZAk, A" = A—A';
k=1
(9) B = E‘B,ﬁ B" = BB
k=1

On a évidemment:
(10) A =A"+A", B=DB+B", A xXA" =B xB’ =0.

De (7), (8) et (9) on déduit directement:

m(A') =m(4), m(B') = m(B),

d’ou
(11) m(A"")y = m(B") = 0.

En vertu de (4), (8) et (9) on obtient enfin, en appliquant le
théoréme 4':
(12) A =B

Conformément & la définition 3, les formules (10)-(12) donnent
aussitos:

A = B, cq.fd

Oeuvres 10
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LeEMME 39. S8t Uensemble borné A, situé dans Uespace euclidien H,
est mesurable (L) et a la mesure positive, il existe dans le méme espace un
ensemble C de mesure nulle'tel que Uon ail:

A+0=E.
Démonstration. Comme m(4) >0, il existe évidemment un

engemble ouvert borné B dont la mesure est égale & celle de A. Confor-
mément au lemme précédent, on peut conclure:

A=FH.
P

Soient done 4,, 4,, B, et B, des ensembles remplissant les conditions
de la définition 3. On a:

(1) A :A1+A27 B :B1+B27 A1><A2 :B1><BZZO;

(2) A, = B,
(3) m(d,) = m(B,) = 0.

Soient encore € et D des ensembles bornés vérifiant les formules:
(4) O~B, et DoA,,
(5) (C+D)xX(A+B) = 0;
les ensembles 4 et B étant bornés, I'existence des ensembles C et D est
évidente.

En vertu de (1), (2), (4) et {(5) on obtient facilement, en appliquant
le théoréme 4':

(6) A+C :A1+A2+O§B1+Bz+p = B+4D.

I’ensemble B-+D n’étant pas ensemble-frontiere, on déduit du
lemme 34:

(7) B+D=E.
Les formules (6) et (7) donnent aussitét en raison du théoreme 3':
A+C = K.

Comme de plus Pensemble ¢ est, suivant (3) et (4), de mesure nulle,
le lemme 39 est complétement démontré.

Luvme 40. 8¢ Pensemble A, situé dans Despace euclidien E, a la mesure
lebesguienne intérieure positive {finie ou non), on a A = .

Démonstration. I’ensemble A contient évidemment un sous-
-ensemble borné A’ mesurable (L) de mesure positive. Soit ¢ Pensemble
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de mesure nulle remplissant par rapport & A’ les conditions du lemme 39;
on a done

(1) ‘ A0 =B,

(2) m(0) = 0.
Comme
A'+C c A4C < B,

on conelut de (1), en vertu du corollaire 9', que
A+C=E.

11 en résulte suivant le corollaire 6’ que 1’espace K peut étre décom-
posé en deux ensembles disjoints:

(3) b = HE,+ K,
tels que
(4) B A, E,=C—A.
De (2) et (4) on déduit facilement, en appliquant le corollaire 15:
(5) m(H,) = 0.
Posons:
(6) A=A, A,=0,
d’ou
(7) A = A, +A4,.

Les formules (3) et (7) nous fournissent une décomposition des en-
sembles 4 et ¥, dont on prouve immédiatement en vertu de (4)-(6) gu’elle
satisfait aux conditions de la définition 3. On a done

A§ E, eq 1 d

Le théoreme 36 ef le lemme démontré tout-d-I’heure impliquent
aussitdét le suivant

THEOREME 41. Si les ensembles A et B, situés dans un espace euclidien
& un nombre quelconque de dimensions, ont les mesures lebesguiennes inté-
rieures positives (finies ou non), on o

A4 = B.
D

Il est & remarquer que dang les décompositions fournies par les théo-
remes fondamentaux de cet ouvrage se prégentent nécessairement des
ensembles mon-mesurables (L). On voit en effet que deux ensembleg
ne sont équivalents par décomposition (finie ou dénombrable) en ensembles
megsurables (L) qu’a la condition qu’ils aient la méme mesure. En ce qui
concernent les ensembles presque équivalents, on a le suivant
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THEOREME 42. Pour que deux ensembles de points situés dans un espace
euclidien ¢ un nombre quelconque de dimensions, soient presque équivalents
par décomposition dénombrable en ensembles mesurables (L) (ow méme
fermés), il faut et il suffit, qu’ils aient la méme mesure ().

On déduit ce théoréme facilement du lemme 38 et du théoréme 36,
en analysant leurs démonstrations.

() Dans le méme ordre d’idées on peut établir le théordme suivant:

A et B étant des ensembles, situés dans un espace euclidien & un nombre quelconque
de dimensions, st A est mesurable (L), B est ouvert et m(A) << m(B), Vensemble A est
équivalent & un sous-ensemble de B par décomposition dénombrable en ensembles mesu-
rables (I).




