Sur les opérations dans les ensembles abstraits et lear application
aux équations intégrales*

publi¢ dans Fund. Math. 3 (1922), p. 133-181.

Introduction. L’opération c’est une relation univoque yRx c’est-a-dire,

telle que :
yRx et zRx  entraine y =z
pour tout x,y,z

Chaque relation yRx comporte un contre-domaine (C’est la réserve des y)
et un domaine (la réserve des x) ou champ. L’opération fonctionnelle ou la
fonction de ligne C’est une opération dont le domaine et le contre-domaine
sont des ensembles de fonctions.

La notion de fonction de ligne fut introduite par M. Volterra. Des
recherches a ce sujet ont été faites par MM. Fréchet, Hadamard, F. Riesz,
Pincherle, Steinhaus, Weyl, Lebesgue et par beaucoup d’autres. Dans les
premiers ouvrages on admettait que le domaine et le contre-domaine sont
des ensembles de fonctions continues admettant les derivées d’ordres
supérieurs. Ce ne furent que les travaux de Hilbert qui, bien qu’ils traitaient
les formes quadratiques a une infinité de variables et non pas les fonctions
de ligne, ont apporté des résultats susceptibles a étre transferés facilement
sur les théorémes concernant les opérations dont le domaine et le contre-
domaine se composent des fonctions de carré intégrable (L).

M. Wilkosz et moi, nous avons certains résultats (que nous nous
proposons publier plus tard) sur les opérations dont les domaines sont des
ensembles de fonctions duhameliennes, c’est-a-dire, qui sont les derivées de
~ leurs fonctions primitives.

L’ouvrage présent a pour but d’établir quelques théorémes valables pour
" différents champs fonctionnels, que je spécifiec dans la suite. Toutefois, afin de
ne pas, étre obligé a les démontrer isolément pour chaque champ particulier,
ce qui serait bien pénible, j’ai choisi une voie différente que voici: je considere
d’'une fagon générale les ensembles d’éléments dont je postule certaines

* Thése présentée en juin 1920 a PUniversité de Léopol pour obtenir le grade de
docteur en philosophie.
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proprietes, j'en deduis des théorémes et je démontre ensuite de chaque champ
fonctionnel particulier que les postulats adoptés sont vrais pour lui.

Jai introduit pour plus de simplicité les notations suivantes de quelques
champs fonctionnels:

L’ensemble de fonctions continues (%)
L’ensemble de fonctions sommables (intégrables au sens de
Lebesgue) (&)
L’ensemble de fonctions intégrables (L) avec la 7*™ puissance ("
L’ensemble de fonctions mesurables bornées (A)
L’ensemble de fonctions duhameliennes bornées (2)

L’ensemble de fonctions ayant la (p—1)*™ dérivée absolument
continue et la p“™ dérivée

continue (67%)
intégrable (L) (6*F)
intégrable (L) avec la r**™

puissance (€r*S7)
bornée (6r.H)
duhamelienne (679D)

Je passe aux postulats concernant les ensembles traités dans cet ouvrage.

I

§ 1. Axiomes et définitions fondamentales. Soit E une classe composée
tout au moins de deux éléments, d’ailleurs arbitraires, que nous designerons
p.ex. par X, Y, Z,...

a, b, c désignant les nombres réels quelconques, nous définissons pour E
deux opérations suivantes:

1) l'addition des éléments de E

X+Y, X+Z7,...
2) la multiplication des éléments de E par un nombre réel
aX, by,...

Admettons que les propriétés suivantes sont réalisées™:

I;. X+Y est un element bien détermine de la classe E,

L. X+Y=Y+X,

I, X+(Y+2)=(X+Y)+2Z,

Iy, X+Y=X+2Z entraine Y= Z,

Is. Il existe un élément de la classe E déterminé 6 et tel quon ait
toujours X+6 = X,

* Certains de ces axiomes sont superflus. On peut omettre par exemple les axiomes
I;. Ig, I (note de la Rédaction).
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I¢. a-X est un élement bien determiné de la classe E,

I,. a-X =0 équivaut a X =60 ou a =0,

Ig. a#0 et a-X =a-Y entrainent X =Y,

I, X#0 et aX =b-X entrainent a = b,
lLig-a-(X+Y)=a -X+a-Y,

Ij;. (@a+b)- X =a-X+b-X,

I, 1-X = X,

Ii;.a-b-X)=1(ab)-X.

Nous introduisons en méme temps les définitions suivantes:

(@) —X =(=1-X,
(b) X—Y=X+(=1)Y.

Toutes les régles algébriques des signes + ,— et de la multiplication
(d’un ¢lément de E par un nombre) restent valables pour un systéme E.
Comme exemples d’un tel systéme peuvent servir: les vecteurs, les formes
de Grassman, les quaternions, les nombres complexes etc.

Admettons ensuite que

II. Il existe une operation appelee norme (nous la désignerons par le
symbole || X |), définie dans le champ E, ayant pour contre-domaine I'ensemble
de nombres reels et satisfaisant aux conditions suivantes:

. |X| =0

II,. | X = 0 équivaut a X = 0,

. fla-X| = |al- | X1,

. [X+Y| < | X|+]Y],

II. Si 1° {X,} est une suite d’éléments de E, 2° hm I1X,— X, =0,

P"'QO
il existe un élement X tel que

lim | X-X,|| = 0.

Nous introduisons les définitions suivantes ou X, X,, Y, Y, désignent
des éléments de E.

Definition 1. Nous dirons que la suite {X,} tend vers X suivant la
norme, ce que nous écrirons

Tm X, = X,

n->w
lorsque

lim | X — X, = 0.
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£ 8)
Définition 2. Nous dirons que la sériec ) X, est convergente suivant
n=1
la norme vers X, ce que nous écrirons

el

X, =X,

n=1

lorsque ‘ v
Clim | ¥ X,—X]| =o.
n=1

V=oo

§ 2. Theoremes auxiliaires sur les normes et les limites.
Tuforime 1. [X—Y| < [XI+1Y].

Démonstration. On a en vertu de II:

I X=Y| = 1X+(=D- Y| < | X[+ (=D Y| = IXI+|-1-]Y]

C’est-a-dire,

2

IX=YII < |X[+]Y].

THEOoREME 2. [ X-Y| =2 | X|-||Y].
On a en vertu de II:

X1 = MX=-Y)+Y[| < |[X-Y[+]|Y].

Lemme L ||| X]|-[IY]]] < | X—Y].
LemME 2. Lorsque | X—Y|| <&, on a |[Y]—e < | X| < ||Y] +e.
LemmMEe 3. Lorsque | X—Y|| =0, 0ona X =Y.

TutoremE 3. | ;1 ay-x,| < ;1 la,] - 1 X, 1.

On peut prouver aisément ce théoréme par Plinduction compléte, en
s’appuyant sur 'axiome II.

Les théorémes qui précédent nous montrent que la norme joue un rdle
analogue a celui de la valeur absolue dans le champ des nombres réels.
Je passe maintenant a quelques théorémes concernant les limites.
TuioriMmE 4. Etant donnés '

1° Une suite d’élements {X,},

2° fim X, = X,
3° Tim X, = Y,
on a
X=Y
Démonstration.

1X=Y| = I(X=X)+(X,— V).



Sur les opérations dans les ensembles abstraits 309

On a en vertu de 'axiome II
(X = X)+(X,— V)| < [ X=X, |I+]X,—Y],
c’est-a-dire,
(1 IX-Y| < | X=X, | +]X,—Y].

Mais, en vertu des hypothéses 2°, 3° et de la définition 1, le membre
droit de I'inegalité (1) peut étre fait aussi petit que on veut pourvu que n
soit suffisamment grand. Il en résulte que

I X-Y|| =0 donc- X =Y, cqfd

Remarque. Ce théoréme dit que lorsqu’une suite admet une limite, elle
la determine d’une fagon univoque. Un théoréme analogue, que je n’énonce
pas ici, peut etre démontré pour les séries.

TutorEME 5. Lorsque im X, = X, on a lim |X,| = | X].
Démonstration. On a en veftu du lemme 1:

X=X < 1X,—X].

Comme par hypothése et selon définition 1 le membre droit de cette
inégalité tend vers 0 avec 1/n, le membre gauche tend également vers O,
ce qui entraine précisément notre théoréme.

LemuMme 4. Si lim X, = X, il existe un nombre positif m tel quon ait

D) | X,l < m pour chaque n naturel,
2) 1 X <€ m.

TuEOREME 6. Lorsque

1° lim X, = X,

n—+w

2° im ¥, = v,

n—> o

o 1
3° lim g, = a,

4° lim b, = b,

on a
lim (a, - X,+b, - Y,) =a-X+b-Y.

Démonstration. On a en vertu de l'axiome II:

2) Ma-X+b-Y)—(ay- Xy+by- V) < [a- X —a, X, | +]b-Y=b, Y,

Mais
”a - X_an Xn” = H(a—an) X+an(X—Xn)”>
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d’ou
3) la-X—a, - X, < l(@a—a,) X ||+ ]a, (X=X,)|.
En vertu de II; et (3):
la-X=a, - X, || <la—a,|- X[ +]a,) - | X = X,],
ce qui donne par hypothése 1°, 3°:
lim fla-X~a,-X,| = 0.

On prouve d’une fagon analogue que

lim |b-Y—b,-Y,|]| = 0.

L’inégalite (2) donne, par conséquent,

lim la-X+b-Y)—(a,- X,+b, - Y,)| =0,

ce qui implique notre théoréme en vertu de la définition 1.
THEOREME 7. Lorsque dans une suite {X,} on a pour tout n: X, = X, on

a aussi: lim X, = X.

n—aoc

La démonstration résulte immédiatement de la remarque que
lim | X,—X|| = lim [X—X| = lim [[6] = 0.
n—w n—*oxc n—oc

TutorEME 8. Lorsque
1° {X,} est une suite d’eléments,

€GN
2° Y 1X,|l existe,
n=1

X

la série Y. X, est convergente suivant la norme.
n=1
,

Démonstration. Posons S, = ) X,. En admettant que p > g, on a

n=1
p D
) IS,=S =] ¥ XJl< ¥ Ixal.
n=qg+1 n=q+1
Mais par hypothése 2°:
p
lim ) |X,] =0,

P20 p=g+1
g0

il résulte donc de I'inégalité (4) que
lim ||S,—S,| = 0,
p=x

q->x
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ce qui prouve, en vertu de I'axiome TIT et selon définition 1, la convergence
de la suite {S,}. Or, la convergence de la suite {S,} est, selon définition 2,
- :

équivalente a celle de la série ) X,.

n=1
LemME 5. Une suite d’¢lements {X,} et une suite de nombres {a,} possédant
les propriétés suivantes:
1° I1 existe un nombre m > O tel que linégalité | X,|| < m subsiste pour
tout n naturel,;

9]

2° La serie a,| est convergente;
n
n=1

s8]

la serie ) a,-X, est convergente suivant la norme.

n=1
La démonstration résulte des considérations suivantes. On a:

lan - Xall = lanl - [ Xall < lay|-m.

Or, la convergence de la série ) |a,| et inégalité obtenue tout a I'heure

n=1

@

impliquent que la série Y |la,-X,| est convergente, ce qui entraine la
n=1
a0

convergence de la séric Y a,-X, en vertu du théoréme précédent.

n=1
TutorEME 9. Pour que la suite {X,} soit convergente suivant la norme,
il faut et il suffit que

lim | X,—X,| = 0.
p—=
q-®

Déemonstration. L’axiome III et la définition 1 impliquent que la
condition est suffisante. Il reste a démontrer qu’elle est nécessaire. .
Posons
lim X, = X.
n->w0

Nous aurons donc

et comme, par hypothese,
lim | X,~X|| =0, Ilm|X-X,| =0,
p o - q—>x

la formule (5) implique que

lim | X,— X, = 0.
po®

g
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o

Y X, soit convergente, il faut et il suffit que

LeEMME 6. Pour que la série
. n=1

lim | Ry | = 0
g—
4
onp>qetR,,= Y X,
n=q+1

§ 3. Définition et theorémes sur les ensembles. Définition 3. X, désignant
un élément de E et r un nombre positif, 'ensemble de tous les éléments (X)
qui satisfont a Pinégalité |X —X,|| < r est dit sphere. L’¢élément X, sera
appelé centre et r — rayon de la sphére. Nous la désignerons par le symbole
K(X,,7). ’

(Dans ce paragraphe, ainsi que dans les suivants, nous emploierons
souvent l’expression ,point” au lieu d’,élément”).

On dit qu'un point X est situé a linterieur de la sphére K(X,,r),
lorsqu’il remplit P'inégalité |X—X,| <r. On dit que la sphére K, est
située dans la sphére K, lorsque tout point de la sphére K, est situé dans
la sphére K,.

Tutoréme 10. Etant données deux sphéres: K,(X,,r,) et K,(X,,r5),
Pinegalite
(M X=X, Sri—r,y

est une condition necessaire et suffisante pour que la sphére K, soit située
dans la sphere K,.

Démonstration. 1° La condition est suffisante. Admettons, en effet,
que l'inégalité (7) est réalisée. X étant situé dans la sphére K,, on a, en
vertu de la définition 3
®) 1 X=X < 1y

par conséquent
1X, =X = (X, = X))+ (X, =Xl < 1 X, =X+ 11X, —XII,
d’ou, en vertu de (7) et (8):
1X1 =X < ri—ratry =1y

On voit donc que le point X est situé dans la sphére K.
2° La condition est nécessaire. Admettons, en effet, que chaque point de
la sphére K, est situé dans la sphére K, et posons

X=Xl =

Le centre X, €tant situé dans la sphére K,, I'inégalite |X,—X,[ < r, est
remplie en vertu de la définition 3; d’ou

© s <1y,
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Supposons que s # 0. En désignant par ¢ un nombre positif, d’ailleurs
arbitraire, posons

ry+e
X == X1+ ls (XZ—XI)'
Par conséquent
ri+e .
X=X, = ! S ="rt+e>n

et X n’appartient pas a la sphére K,, donc non plus a la sphére K,.
Or, dans ce cas X satisfait a Pinégalité

(10) X=X, > ra,
mais
X=X, = (= X)+ 2 0 - X)) = 06— X))
c’est-a-dire,
1X=X] = 12 =X, | DEEEE = IR s,

Comme, en vertu de (9), r; = s, on a:

“X_lel = 7’1+8—S.

Cette égalite et l'inégalité (10) donnent:
r, <r;+e—s,
d’ou ’
s < ry—ry+e.

Comme cette inégalité subsiste pour chaque ¢ > 0, on a
$ S ry—r,
c’est-a-dire
X, =X S ry—rs.
Nous avons établi cette relation en supposant que s # 0. Supposons main-

tenant que s = 0, cest-a-dire que X, = X,. Envisageons un élément arbi-
traire X pourvu qu’il soit distinct de X,, et soit

[ X—X,|| =a, donc a#0.
Posons
‘ ri+e

Y=X1+ (X_Xl)’
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ou ¢ designe un nombre positif, d’ailleurs quelconque. On a

ri+e ry+e

X=Xy =

Y=X,l = ca=r+e>r.

Par conséquent le point Y n’appartient pas a la sphére K,, donc non plus
a la sphére K,, cest-a-dire,

[Y=X0l > r,
et comme X, = X,, on a

rte>r,.

Cette inégalité ctant verifiée pour tout & on a r; > r,, Cest-a-dire, que
ry—ry, = 0. Mais, comme X; = X,, on aura

X=X, €ry—ry, cgfd

LemMme 7. Lorsque la sphere K (X 1>, ri) est contenue dans K,(X,,r,),
on a linegalite r, < r,.

LemMe 8. Lorsque la sphere K,(X,,r;) est contenue dans la sphere
K,(X,,r,) et la sphere K, est contenue dans la sphére K,, on a

X1 = X2 et rl = I"2.

Remarque. Le lemme précédent peut s’énoncer d’'une maniére différente,

a savoir: chaque sphére n’a qu’un seul centre et un sewl rayon.

Tutorime 11. 1° {K,(X,, r,)} étant une suite de spheres,

2° lg spheére K, contenant K,,, pour chaque n,
il existe une limite de la suite {X,} et elle appartient a toutes les spheres
simultanément.

Démonstration. L’hypothése 2° et le lemme 7 impliquent que
rn 2 rn +1

quel que soit n. Les termes de la suite {r,} ne vont donc jamais en croissant,
ce qui entraine la convergence absolue de la série

(11) rit ¥ (rei ).

Mais on a en vertu du théoréme 9 et de hypothése 2°:
(12) ”Xn+1_Xn” < Fp=Vat1-

La convergence absolue de la série (11) et l'inégalité (12) impliquent
la convergence de la série

13 d
) X0+ 3 X=Xl



Sur les opérations dans les ensembles abstraits 315

La série (13) ¢tant convergente, on conclut du théoréme 8 que la série

(14) X1+ i (Xn+1’_Xn)
n=1

est convergente suivant la norme.

S, désignant la somme de n premiers termes de la série (14), on a S, = X,,
et la suite {X,} est par conséquent convergente suivant la norme.

Soit lim X, = X.

} amdie ¢l
Jaffirme que le point X appartient simultanément a toutes les sphéres.
Remarquons pour le prouver qu'en supposant n < p, on aura les inégalités
suivantes:

Mais, comme la sphére K, est contenue par hypothése dans la sphére K
il résulte du théoréme 9 que

||Xn’—X” < rn_rp+||Xp_X”a

n?

c’est-a-dire,
X, — X < r,+1X,—X]|.

Or, lexpression || X,—X| peut etre faite, en vertu de la convergence
de la suite {X,}, aussi petite que l'on veut. Il suffit, en effet, de choisir p
assez grand.

Ainsi

HXn_X“ < Fy

et on en conclut en vertu de la définition 3 que X appartient a la sphére
K,, cqfd.
Nous introduirons a présent quelques définitions.

Deéfinition. 4 étant un ensemble d’éléments qui appartiennent a E,
Je dis que X est un point d’accumulation de l'ensemble A, lorsque pour
tout nombre r > 0, il existe dans la sphére K(X,r) au moins un élément
de I'ensemble A4, distinct de X.

Jappelle dérivé de l'esnemble A 'ensemble de points d’accumulation de A.

L’ensemble A est fermeé, lorsqu’il contient son dérivé.

L’ensemble A est parfait, lorsqu’il est égal a son dérivé.

L’ensemble B est dense dans Pensemble A, lorsque chaque sphére qui
contient a lintérieur un point de A4, contient en méme temps au moins
un point de B (B étant contenu dans A).

Remarque. Ces définitions impliquent que l'ensemble E est parfait.

THEOREME 12. Lensemble non vide A de tous les points communs a une
infinite denombrable d’ensembles fermés {A,} est ferme.
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Démonstration. X étant un point d’accumulation de I'ensemble A,
on trouve 2 l'intérieur de la sphere K (X, r), quel que soit r > 0, au moins
un point appartenant 2 A4, donc a A,. Par conséquent, X est en méme
terps un point d’accumulation de A4, et, comme A4 est fermé par hypothése,
A appartient 2 A,. Cette propriété étant realisée pour tout n, X est commun
a tous les 4,; X appartient donc 2 4.

TuEOREME 13. A étant un ensemble fermé et X un point qui wappartient
pas a A, il existe une sphere K(X,r) de centre X wayant avec A aucun
point commun.

Démonstration. En effet, en supposant qu'une telle sphére n’existe pas,
on trouverait dans toute sphére K (X, r) au moins un point de Pensemble A.
X serait donc un point d’accumulation de I’ensemble A4 et, comme A4 est
fermé, X appartiendrait & A4, contrairement a I’hypothése.

§ 4. Nous allons maintenant envisager les opérations dont le domaine
est contenu dans E et le contre-domaine dans un ensemble E,, satisfaisant
également aux axiomes énumérés dans § 1.

Par cela nous n'admettons, bien entendu, nullement que I’ensemble E est
égal a I'ensemble E;. Les éléments de I'ensemble E; peuvent étre tout a fait
différents de ceux de I'ensemble E. Il faudrait, 2 vrai dire, introduire une
nouvelle notation pour I'addition et la multiplication par un nombre et pour
la norme dans I'ensemble E;; mais dans la suite de notre exposé une erreur
eétant exclue, nous allons maintenir la notation précédente. Il est clair que les
théorémes, qui ont été demontrés pour ’ensemble E, restent valables également
pour I'ensemble E;. Nous désignerons des opérations par F(X), P(X) etc.

Definition. L’operation F(X) est continue pour un point X, relativement
a un ensemble A, lorsque

1° F(X) est defini pour chaque point de I'ensemble A,

2° X, appartient a A et est son point d’accumulation,

3° im F (X,) = F(X,) toutes les fois que la suite X, est contenue
dans 4 et lim X, = X,. ‘

TueoreME 14. F((X) et F,(X) désignant deux opérations continues pour
le point X, relativement a un ensemble A et a, et a, étant deux nombres
reels, dailleurs quelconques, l'opération

F(X)=a, -F (X)+a, - F,(X)

est continue pour le point X, relativement a Pensemble A.
La démonstration résulte du théoréme 6. '
THEOREME 15. Deux énoncés suivants sont équivalents:
1° F(X) est continu pour le point X, relativement a Pensemble A,
2° F(X) est defini dans A, Xo appartient a A et en est un point
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d’accumulation; pour tout nombre positif ¢ on peut trouver un tel r >0 que
Poscillation de l’operatwn F(X) dans la sphere K (X,, 1) relativement a un
ensemble A nest pas superieure a «.

Remarque. L'oscillation de I'opération F(X) dans une sphere K relati-
vement & un ensemble A4 c’est le plus petit nombre 4 satisfaisant a I'inégalité

IF(X)—-F(Xy)l < 4
pour tous X, et X, qui appartiennent & l'ensemble 4 et 2 la sphére K
simuitanément.

Démonstration. Admettons que I'énoncé 1° est verifié. Si I'énoncé
2° etait faux, il existerait un nombre & > 0 et une suite de nombres positifs
{r,} satisfaisant aux conditions:

1) nlll:l; r, = 0;

2) Dans chaque sphére K, (X, r,) il existe tout au moins deux points
X et X qui appartiennent 2 A et remplissent Iinégalité
(*) IFX)-F(X?)| > ¢

Or, X et X, qui sont situés dans la sphére K,(X,,r,), satisfont
" aux inégalités
[Xo—XPl <r, et [ Xo—XP| <,

et comme lim r, = 0, on a lim X = X, et lim X® = X,. On en conclut

n—> o0 n-r o0 n=>a0

par 'hypotheése de continuite de F(X) pour le point X, que
lim F(X{") = F(Xo) et lim F(X?) = F(Xo).
On peut donc choisir n de fagon que les relations
IFXI)—F(Xo)l <ie et [F(XP)—F(Xo)| < 4e¢
soient réalisées simultanément. Il en résulte que
IF (X - FXP) < te,

ce qui est en contradiction avec (x). On voit ainsi que [énoncé 1°

entraine 2°. '
Admettons maintenant que c’est I’énoncé 2° qui est verifie. Il s’agit de

prouver que pour toute suite {X,} contenue dans A et telle que

ﬁ X, = Xy, on a
F,(X) = F(X,).
Prenons dans ce but un nombre arbitraire ¢ > 0. Il existe en vertu de
2° un tel r> 0 que loscillation de l'opération F(X) dans la sphére
K(X,,r) n'est pas supérieure a &.
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Cependant, comme on a:

im X, = X,, Cest-d-dire, lim || X,~X,| = 0,

n— o

il existe un nombre N > 0 tel que P'inégalité

1 Xa—Xoll <

subsiste pour tout n > N. Il en résulte d’aprés notre hypothése sur r que

IF (X))~ F(Xo)ll < e.

On voit donc que lim F (Xn) = F(X,), c.qfd

Lemume 9. Si Poperation F(X) est continue pour le point X, relativement
a Pensemble A, il existe une sphére K(X,,r) dans laquelle lopération F(X)
relativement a lensemble A est bornée (Cest-a-dire, qu’il existe un nombre
M > 0 tel que pour tout X appartenant a la fois a la sphére K(X,,7)
et lensemble A on a linegalite |F(X)| < M).

TuEOREME 16. Lorsque

1° Popération F(X) est continue relativement a Pensemble A pour tout les
po.nts de A,

2° Pensemble A est fermé,

3° m et p sont deux nombres positifs on m > p,

Pensemble L de points X de A qui satisfont a Pinégalité
m2|F(X)| = p
est vide ou ferme.

Démonstration. Supposons que L nest pas vide et soit X, un
point d’accumulation de I'ensemble L. Dans chaque sphére K (X,, r) il existe
donc au moins un élément de 'ensemble L distinct de X,. L’ensemble L étant
contenu dans 4, X, est un point d’accumulation de l'ensemble A et, en
vertu de T'hypothése 2°, X, appartient a A.

II en résulte, suivant I'hypothése 1°, que I'opération F(X) est continue
pour le point X, relativement a I’ensemble A. Le théoréme 15 implique donc
I’existence d’une sphére K (X,,r) dans laquelle loscillation de Iopération
F(X) relativement & I’ensemble 4 ne depasse pas &, ol ¢ désigne un nombre
positif donné a P'avance.

"~ Or, comme il existe dans la sphére K(X,,r) au moins un point qui
appartient a la fois 2 4 et a L (désignons-le par X’), on a

IF(Xo)—F(X)| <,
c’est-a-dire,
IFX)+e = [F(XIl = [F(X)—e.
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Comme, d’autre part, X' appartient a L, on a l'inégalite:

m = |F(X)| = p,
d’ou
m+e > |F(Xo)| = p—e.
Cette inégalité subsiste pour chaque ¢, par conséquent
- m = ||F(Xo)l = p.
Nous allons introduire les définitions suivantes:
Definition. L'opération F(X) sera dite uniformement continue relative-
ment a Pensemble A, lorsque
1° F(X) est defini pour chaque point de cet ensemble;

2° Pour tout nombre positif ¢ on peut trouver un m > 0 tel que, X et X’
etant deux elements quelconques de A4, Pinegalit¢ | X —X'|| < m entraine

IF(X)—F(X")| < e.

Il est évident qu'une opération uniformement continue relativement a un
. ensemble A est en meme temps continue relativement a cet ensemble.
Cependant la reciproque n’est pas vraie.

Définition. Nous dirons qu’une suite d’opérations {F,(X)} définies
dans un ensemble A tend suivant la norme vers une opération F(X) définie
dans 'ensemble A4, lorsque chaque X qui appartient a A vérifie la relation

lim F,(X) = F(X).

Définition. Nous dirons qu'une opération F(X) définie dans un ensem-
ble A est, relativement a cet ensemble, de premiére classe de Baire, lorsqu’il
existe une suite d’opérations {F,(X)} satisfaisant aux conditions suivantes:

1° F,(X) est pour chaque n continu relativement a I’ensemble A.

2° Pour chaque X, lim F,(X) = F(X).

Définition. Nous dirons qu'une opération F(X) est relativement a un
ensemble A pantachiquement continue lorsque

1° F(X) est défini dans I'ensemble A;

2° L’ensemble de points de continuité de Popération F(X) relativement
a4 A est dense dans A.

TutoreME 17. Lorsqu’une opération F(X) définie dans un ensemble E est
de premiere classe de Baire relativement a cet ensemble, F(X) est pantachi-
quement continu relativement a chaque ensemble parfait. ‘

Demonstration. Il existe par hypothese une suite d’opérations {F,(X)}

. continues dans E telle quon a pour tout X

lim F,(X) = F(X).
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Designons par A, , I'ensemble de points qui satisfont a linegalite
IFu(X)=F,, (X < &

¢ €tant un nombre positif donne.

Soit 4 un ensemble parfait choisi arbitrairement et A, l'ensemble de
points communs de 4, A4, ;,A4,,,... Comme ensemble de points communs
d’une infinite denombrable d’ensembles fermeés, A4, est ferme en vertu du
theoreme 12.

A est la somme de {4,}, puisque, si X appartient a A, il resulte de

I’égalité lim F,(X) = F(X) et du théoréme 9 qu'a partir d’un certain n

I'inégalité (15) se trouve réalisée.

Yaffirme maintenant qu’on peut trouver un n assez grand pour qu’il
-existe une sphere K qui contienne a linterieur des points de A4 et pour
que tous les points communs de K et A, qui sont situés a l'intérieur de K,
appartiennent a A4,.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on trouverait pour chaque n et dans
chaque sphere K, contenant a lintérieur des points de A4, un tel point
de A qui n’appartienne pas a A4,. Or, A4, étant fermé, on trouverait
également — en vertu du théordme 13 — une spheére sans point commun
avec A,, mais contenant 2 l'intérieur des points de A.

Soit K, une sphére dont le centre X appartient 2 A et dont aucun
point intérieur n’appartient a A4;. Soit K, une sphére contenue dans
I'intérieur de K, et telle que son centre X, appartienne 2 A sans qu’aucun
de ses points appartienne a A4,, et ainsi de suite. Or, on ne peut pas raisonner
ainsi indéfiniment, car le point limite des centres de ces spheres (et une
telle limite existerait en vertu du théoréme 11) appartiendrait a3 K,, K,, ...
et a A, puisque A4 est parfait, en méme temps ce point ne serait situé ni
dans A;, ni dans 4,,..., ce qui est absurde, 'ensemble A étant 'la somme
des {4,}.

On peut par conséquent trouver un K contenant A lintérieur des points
de A et un n tel que les parties des ensembles 4 et A, qui sont contenues
a lintérieur de la sphére K coincident.

On a d’aprés (15) pour tout X appartenant a A,:

[F,(X)—F(X)| <e

donc, si K' est choisi 2 lintérieur de K de fagon que le centre de K’
appartienne 3 4 et qu'en outre, 'oscillation de l'opération F,(X) dans K’
soit inférieure a ¢ loscillation de F(X) a [lintérieur de la sphere K'.
relativement 2 A est inférieure 2 3e.

Ceci établi, lorsqu’on a choisi arbitrairement une sphére K0 qui contienne
des points de A a lintérieur, on peut trouver une suite de spheres {K,}
telle que pour tout n > 1:
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1° K, soit situé a lintérieur de K,_;;

2° Le centre de K, appartienne a 4;

3° L’oscillation de F(X) dans la sphere K, relativement a I'ensemble A
soit plus petite que 1/n.

Ces conditions sont faites de fagon que l'on puisse en remphr chacune
aprés avoir rempli celles qui la précedent. X désignant la limite de centres
des spheres {K,}, qui existe en vertu du théoréme 11, on voit que X
appartient 2 toutes les spheres K, ensuite que X appartient 2 4 (puisque A4
est parfait) et enfin que F(X) est continu pour le point X relativement
a Iensemble A [théordme 15]. Nous avons donc démontré que dans toute
sphere qui contient des points de A a lintérieur on trouve un €lément
de A, pour lequel F(X) est continu relativement a A. Ainsi F(X) est par
définition pantachiquement continu relativement a I'ensemble 4, c.q.fd.

i
§ 1. Parmi les classes d’opérations c’est surtout celle des opérations
dites additives qui mérite une attention spéciale. Nous n’envisageons dans
ce chapitre que les opérations additives qui sont définies dans I'ensemble E
tout entier.

Définition. On dit quune opération F(X) est additive, lorsqu’on
a pour tout X et Y.

F(X+Y) = F(X)+F(Y).

Il est évident que F(f) = 0, car
F(0) = F(8+6) = 2F(6).

"On démontre également sans peine que
4ﬁg=£ym,
q q

ou p et q designent les nombres reels entiers et g # 0.

TutoriME 1. Lopération additive F(X), bornee dans une sphere K, est
continue pour chaque point du champ E. ‘

Démonstration. Admettons que F (X) est borné dans une sphere K(X,7)
et soit M la borne supéricure de |F(X)|| dans K, c’est-a-dire, que pour
tout X' de K on ait constamment [|F(X)} < M.

Désignons par X un élément arbitraire, par ¢ un nombre positif quelconque
et par o un nombre rationnel qui remplisse I'inégalité

1) ) O<o < —.
X +e

21 — Oeuvres t. 1l
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Posons ensuite Y= X +o-X.
Comme
IY=Xol = oo- X| = Ja-X| < r,

Ielement Y appartient a la sphere K (X, 7).
L’hypothese, admise sur la sphere K et sur M, implique que

IF(Y)—F(X)l < [F(Y)[|+|F(Xo)| <2M
Or, comme
' F(Y)-F(Xo) = F(a-X) = a-F(X)

(ou o est-rationnel par hypothese), on a

la-FOOI < 2M
et
IFcol < 24

Cette inégalité subsiste pour tout o rationnel qui satisfait a (1).
Par suite

IFol < = ireol < 22 g

X1 +e

La derniere inegalite subsiste pour chaque ¢ > 0; on a par consequent

@) IFaon <2y,

L’inégalité (2) est vraie pour chaque X. La suite {X, } tendant vers
un X, d’ailleurs quelconque, on a en vertu de (2)
2M
IF(X—-X,)| < — X=X
et comme
F(X-X,) = F(X)~F(X,),
on en conclut que

IF(X)-F(X,)| < EEM'XW

lim | X—X,] =0,
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par conséquent,

lim | F(X,)-F(X)| = 0.

L’opération F(X) est donc continue pour chaque point.

LemMme 1. Lopération additive F(X) continue pour un point est continue
pour tous les autres.

La démonstration se déduit du théoréme precedent et du lemme 9,
chapitre L. 4

LemMe 2. F(X) etant une operation additive continue et a designant un
nombre reel, dailleurs quelconque, on a

F(a-X) = a F(X).

‘ LemME 3. F(X) étant une opération additive continue, il existe un nombre
M > 0 tel que lon ait pour chaque X:

IF Ol < M| X].

Lemume 4. Toute opération additive continue est bornée dans chaque sphere.

LemMe 5. Toute opération additive et continue dans E est en meme temps
uniformement continue dans E.

TutoriMe 2. Toute operation F(X) qui est

1° additive,

2° de premiere classe de Baire dans E,
est continue.

Démonstration. F(X) étant de premiere classe de Baire dans E, il
existe en vertu du théoréme 17 (chapitre I, § 2) un point, pour lequel cette
opération relativement a E est continue. En vertu du lemme 1 cela implique
la continuité de F(X) pour chaque point.

TuEOREME 3. Si
1° F(X) est une operation additive pour chaque X,
2° lim X, = X implique que lim inf |F(X,)| = |IF(X)|,

n— o
Poperation F(X) est continue.
Démonstration. Supposons que Popération F(X) n’est pas continue.
En vertu du théoreme 1, elle est donc non-bornée dans chaque sphére K.
Or, X étant un élément quelconque, on peut trouver pour tout ¢ > 0 un
nombre r > 0 tel que tout X’ situé dans la sphere K(X,r) remplisse
I'inégalité

) IF X)) < |FX)]+e.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre ¢ > 0 et une
suite de nombres positifs {r,} qui présenteraient les propriétés:
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a) limr, = 0;
b) Dans chaque sphere K(X, r,,) se trouve au moins un point X,
satisfaisant a I'inégalité

(4) IFOI 2 [ F X)) +e.
Cependant
lim X~ X < Jim r, = 0,
d’ou
lim X, = X.

Il en résulte par I'hypothése 2° que
lim inf | F(X,)ll > [[F(X)],

contrairement a (4).
Ceci €tabli, on peut trouver pour toute suite arbitraire {M,} de nombres
positifs assujettic 2 la condition lim M, = 400 et pour tout nombre po-

sitif ¢, d’ailleurs quelconque, une suite de spheres {K,(X,,r,)} telle que les
conditions suivantes soient verifiées pour tout n: |
) [F(X) = M,;
2) La sphere K,,Jrl est contenue dans la sphere K,;
3) Si X’ est situe dans la sphere K,, il satisfait a l’megahte

IFX)I < [[F (X)) +e.

X designant Ielement appartenant a toutes les spheres a la fois (voir
theoreme 11, chapitre I), on a pour tout n en vertu de la condition 3):

IFX) < |FX)+e,
d’ou en vertu de la condition 1)
M, < |F(X)| +e.
Cette derniere inegalité est impossible, puisque 31_)12) M, = co0. La supposition

que F(X) n’est pas continu conduit donc a une contradiction.

TutoreMmE 4. Si

1° F(X) est une opération additive;

2° {F,(X)} est une suite d’opérations continues dans E;

3° Linégalité linolc inf || F,(X)| = ||[F(X)| subsiste pour chaque X;

4° lim sup | F,(X)|| est borne pour chaque X,

Popération F(X) est continue.

Démonstration. Supposons que I'opération F(X) n’est pas continue.
En vertu du théoréme 1 elle est donc discontinue a lintérieur de la sphere
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K(0,1). Il existe par conséquent une suite {X,} telle qu'on ait pour tout
n: | X, <1 et

©) m |F(X,)] = co.

L’hypothése 3° implique qu’il existe pour tout X un nombre dépendant
de X (nous le désignerons par N (X)) qui posséde la propriété suivante:
quel que soit n, Iinégalitt n > N(X) entraine [Iinégalité 1F, (X
Z |F(X)|-1.

En outre, pour chaque X et pour tout n entier, il existe un tel nombre
m,(X) que I'inégalité

X' =X < m,(X)

entraine inégalité
1 F, (X 2 I Fp(X)|—1.

L’existence du nombre m, (X) résulte du théoréme 15, chapitre I. Les nombres
N(X) et m,(X) étant ainsi définis, on trouve une suite de nombres positifs
{a,-} et une suite d’éléments {Y,} telles que les conditions suivantes soient
remplies:

1°a, =1,

2° Y, = X,,

3° a;, est égal au plus petit de deux nombres:

i
%ais %mN(Si) (5) ou S = Z a,Y,
r=1

4° Y1, est celui des éléments appartenant a {X,} et satisfaisant aux
inégalités:
() IFS) < Faiq [F (X,
(ﬁ) i < %ai+l “F(Xn)Ha

dont Pindice dans la suite {X,} est le plus petit.

.Ces conditions déterminent d’une fagon univoque le nombre g, et
élément Y, ,, lorsque les termes précédents de suites {g} et {Y} sont
donnés. Il est a remarquer en méme temps que nous pouvons toujours
satisfaire 4 la condition 4°, les conditions (5) étant remplies.

Les conditions 1°-4° impliquent que

<@ 'a,

car a;,, < »a; en vertu de 3°.
Il en résulte selon 1° que
1yi—1
a <G
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ce qui donne lieu a deux relations:

0 0
Y oa <2 et Y a, < 20,44,
i=1 r=i+1
d’on, en vertu de 3°:
0
©) Y a4, < mysy (S).

r=i+1
Comme on a en vertu de (5) et de la condition 4°

la; %1l = a;- Y]l < a

o0 o0
et la série Y a; est convergente, la série ) q; Y; I'est également [théoréme 8
=1 i=1

et lemme 5, chapitre I].
_Posons donc

{1 1

e ) 9]
X=YaqYetR= Y aY, Cestadre, R =X-5
i=1 r=i+1
et nous aurons -

IRl =] ¥ aX|< ¥ a-lvi< 3 a

r=i+ r=i+1

d’on, en vertu de (6):
™) IR < mys, (S)-

Remarquons ensuite que

IFS) = IFSi—y+a ¥l = 1F(S;-)+a;- F(DI = a; - [F(H)I ~ F(S;- )l
donc, en vertu de la condition 4°(a),
IESH = a; |F(D|—Za;- | F (NI,
c’est-a-dire, .
IF(SH = %a;-IF (I,

d’ou, en vertu de la condition 4°(f):
®) N1F(SHI > i-1.

Par définition des nombres N (S,) et mys,(S), on a d’apres (7):

I Fnisy GO = 1 Fnesy (Si+ R = | Fnesy S =1 2 | F(S)~1-1,

ce qui donne selon (8):

IFnsy X = i=1-1~1, dou |Fysy(X)| =i-3
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et par suite:
lim | Fys,) (X)) = o,

contrairement a Ihypothése 4. La supposition que I'opération F(X) est
discontinue implique donc une contradiction.

THEOREME 5. Si

1° {F,(X)} est une suite dopérations additives continues;

2° F(X) est une opération additive;

3° nh? F,(X) = F(X),
on a:

1) L’operation F(X) est continue;

2) Il existe un nombre M > 0 tel quon ait pour chaque n et X

IF(X) < M| X]l.

Demonstration. La continuite de 'opération additive F(X) résulte de
hypothese 3°. En effet, comme limite des opérations continues, F(X) est
de premicére classe de Baire, ce qui entraine selon le théoréme 2, la
continuite de F(X).

Pour demontrer la these 2), désignons par M, le plus petit nombre
dependant de n qui verifie I'inegalite

©) 1F, (Xl < M,- || X|

quel que soit X.

L’existence d’un tel nombre est assurée par le lemme 3.

Il est evident que chaque nombre M > M, vérifie également P'inégalité (9).
Par conséquent, si la suite de nombres {M,} est bornee, on aura pour
chaque n et X:

IF. (X < M- X1,

ou M designe la borne superieure de cette suite et le théoréme sera
demontre.

Nous allons donc prouver qu’en effet la suite {M,} est bornee. Remarquons
que M, est la borne superieure des valeurs que prend lopération 1F, (X) ]
dans la sphere definie par I'inegalite | X| < 1.

On en deduit qu'en désignant par ¢ un certain nombre positif, d’ailleurs
arbitraire, on trouvera toujours une suite d’¢léments {X,} qui remplissent
les inegalites
(10) X <1

et
”Fn(Xn)“ = M”—S

quel que soit n.
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Si 'on suppose que la suite {M,} n’est pas bornee, on peut trouver
deux suites de nombres {a;} et {r;} a proprietes suivantes:

1) al = 1,

2) rl = 1,

3) a;,, est egal au plus petit de deux nombres
3 et e
2 2(M, +1)

4) r;,, est le plus petit des nombres naturels qui remplissent les
inégalités

@ i <%a.|F, (X, )l
) i< 3a4, MrH_l’
() IFr iSO < ba M,

i

Oﬁ Si - Z aann.

La posibilité de réaliser les conditions 1)-3) est manifeste. Quant a la
condition 4), il suffit de remarquer qu’elle peut &tre réalisée en vertu de
(9) et en vertu de notre supposition que la suite {M,} n’est pas bornée.

[co]

¥
Tout comme dans le théoréme précédent la série Y a; est convergente,

w i=1

car ¢; < (3) ! Il en résulte que la série ) a; X, est aussi convergente,
L i=1
puisqu’on a en vertu de (10)

LlaX, )< Ya-lX 0=} a.

Posons donc

Or, on a

e o] e 3] 1
Z a, < Z ai+1(%)’l = 20,44,
n=i+1 n=1

d’oti, en vertu de la condition 3),

e 0]

&
(11) n=;+1an Mrg+1
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En posant

”R:“ = Z aann’

n=i+1
on aura donc
IRI=] Y aX, 1< Y a-1X,],

n=i+1 n=i+1 .

d’oi, en vertu de (11),
i < =
(12) IRD < 577
Ainsi
”Fr,'+1(X)” ”Fri+1(Si+ai+l'Xri+1+Ri+2)”

2 ”Fri+1(ai+l Xri+1)” - ”Fr,'+1 (Si+Ri+2)“"
Clest-a-dire, que
(13) ”Fr,-}-l(X)“ 2 ai+l ) ”Fr,'+1(Xr,'+1)“ - ”Fr,'+1(Si)” - “Fri+1(Ri+2)” .
On a d’apres (9)

IFueiRiad)l < M, IRissl,
donc, en vertu de (12):

&

i < M, —
(R1+1)” i+1 Mi+1+1

IF < e.

Fi+1

Il en résulte en vertu de (10), (13) et de la condition 4(y) que

IFp, NI > a1 [M,,,, —El—3a14y M, —¢,
c’est-a-dire,

IF
ce qui donne en vertu de 4(f):
(14) 1Fy O] > i—e-(1+a;4,).

Comme, selon la condition 3),

Xl > 2ai4y- M

RERS!

—e(l1+a;44),

Fit1

limag, =0,

[ Amde o]

on conclut de (14), que

lim |F, (X)| = co.
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Or, c’est impossible, la suite {F,(X)} étant par hypothése convergente pour
chaque X.

Ainsi la supposition que la suite {M,,} est non bornée implique une
contradiction. Il existe donc la borne supérieure de la suite considérée
et, comme nous l'avons deja prouvé, cette borne satisfait a la these du
théoreéme.

§ 2. TutorREME 6. Si
1° U(X) est une opération continue dans E, le contre-domaine de U(X)
etant contenu dans E,
® 1l existe un nombre 0 < M < 1 qui pour tout X' et X" remplit
l’inégalité
IEX)-UX) < M- | X' -X"|,
il existe un éléement X tel que X = U(X).

Démonstration. Y désignant un élément choisi d’une fagon arbitraire,
soit {X,} une suite qui satisfait aux conditions:

X, =Y etpour tout n X,,, = U(X,).
Nous allons démontrer que la suite {X,} converge suivant la norme

vers un certain élement X. On observera dans ce but que l'on a pour
tout n > 1:

[ Xns1=Xul = IUX)=UX,- )l < M| X,—X,_ ||,
d’ou
IXp-1—Xol < M| X, — X .
On a par hypothése M < 1; la série Z | X,+1—X,| est donc con-
n=1

[+ o}
vergente, ce qui implique que la série X;+ Y, (X,,,— X,) converge suivant
n=1

la norme vers un certain élément X.

Or,
n—1
X1+ Zl (Xn-l-l—Xn) = Xn
donc
lim X, = X.

U(X) étant continu, on a lim U(X,) = U(X) et comme

n—o

Xn = U(Xn—€1)9
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on trouve
lim X, = lim U(X,_,)
n—w n—owo

et finalement

X =U(X). cqfd

TutoriME 7. X+a-F(X) =Y etant une equation ou Y designe un
element donne et X lelement inconnu, soit:

1° F(X) — une operation additive continue dans le champ E a contre-
domaine contenu dans E;

2° M — le plus petit des nombres qui satisfont a Pinegalite

LEX)I < MIX];

3° o — un nombre reel quelconque;
pour tout Y et pour tout h satisfaisant a linegalite |h-M| < 1 il existe
une solution de cette equation et on peut la mettre sous la forme

(15) X =Y+ i (=1 h"- F®™(Y),
n=1

ou les opérations F™(Y) sont déterminées pour chaque n par les relations:
FO(Yy=F(Y) et F®(Y)=F(F" 1(Y)).
Démonstration. On a par hypothése

IF®(Y)| = |F(F* (V)| < M|Fe~(Y)],
donc :
IF™ (V)| < M"| Y]

Ceci établi, nous allons prouver la convergence de la série (15). On
remarquera que

I(=1-B-FOW) < |h"- M- || Y],

cest-a-dire, que
l(=1y-h*- FO(Y)| < [h-M|"-|| Y]

Par consequent, si I'on admet que |h-M| < 1, la série
Y I(=1y"-h"- FO (7))
n=1
est convergente, ce qui entraine précisément — en vertu du théoréme 8,

chapitre I — la convergence de la série (15).
Posons

X =Y+ Y (~1y-b-F(Y).
‘n=1
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L’opération F(X) étant continue, on a

F(X)=F(Y)+ ) (—1y -k Fo+tO(y),
n=1
ce qui donne

~hF(X)= ¥ (~1p-WFY(Y),

~

d’ou
—h-F(X)=X-Y et X+h-FX)=Y.

On voit ainsi que I'élément défini par la série (15) existe et satisfait
a I'équation considérée pour chaque Y, pourvu que |h-M| < 1.

I

§ 1. Admettons que les €lements du champ E sont des fonctions mesu-
rables a une variable, définies dans un intervalle (a, b) sauf, peut-etre, un
ensemble de mesure nulle. Deux fonctions appartenant a E seront considé-
rées comme €gales, si elles ne différent que dans un ensemble de mesure
nulle. Par “addition et multiplication par un nombre” nous entenderons
addition et la multiplication ordinaires. Nous ne définissons pas la norme,
mais nous admettons qu’elle satisfait outre des anciennes a certaines condi-
tions supplémentaires. Avant d’énoncer les nouveaux axiomes nous allons
introduire la definition de la convergence asymptotique donnée par Hardy
et Landau.

Definition. Soit

1° {X,(¢)} une suite des fonctions mesurables définies dans (a, b) sauf
peut-€tre, un ensemble de mesure nulle;

2° X (t) une fonction mesurable définie également dans (a, b) sauf un
ensemble de mesure nulle. _

Nous dirons que la suite {X, (t)} converge asymptotiquement vers X ),
lorsque pour tout & > 0 la mesure L de I'ensemble des valeurs de t qui
vérifient Iinégalité | X, (1)— X (¢)) = ¢ tend vers 0 avec 1/n. Par écrit:

}1_{1010 asym X, (1) = X (¢).

Les axiomes que nous allons introduire sont les suivants:

IV. Si
1° {X,(t)} est une suite des fonctions appartenant a E;
2° X (1) est une fonction appartenant a E;

3° lim X, (1) = X (9);

on a lim asym X, (1) = X (s).
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V. Si

1° {X, (1)} est une suite des fonctions appartenant a E;
2° lim | X, @l = 0;

on peut extraire de la suite {X,(t)} une suite {X,(t)} qui possede la
propriété suivante: il existe une fonction X (t) appartenant a E et satisfaisant
a linégaliteé
X, @ < X @)
pour tout n et pour tout t sauf, peut-etre, un ensemble de mesure lebesquienne
nulle.
Remarque. | | est le signe de la valeur absolue.
VI. Si
1° {X, ()} est une suite des fonctions appartenant a E;
2° X (t) est une fonction appartenant a E;
3° lim asym X, (t) = X (1);
Bn—>w
on a
lim inf | X, (0l = |X @I
n—>w

Nous n’avons pas donné ces axiomes des le debut, afin de faire mieux
ressortir les consequences qui résultent des axiomes I-TII.

TutorEME 1. Si

1° K (s, t) est une fonction mesurable a deux variables définie pour tout
couple des nombres (s, t) dont chacun appartient a (a, b);

2° Pour tout X (t) appartenant a E [lensemble des valeurs de s, pour
b

lesquelles le symbole | K (s, t)- X (¢f)dt wexiste pas, est de mesure lebesguienne
nulle;. “

3° {X, (1)} est une suite des fonctions appartenant a E et {im X, = 0;
on a nme

b
lim asym [K (s, 1) X, ()dt = 0.

Demonstration. Soit
b
(1) D,(s) = [ K(s, 1) X, (t)dt.

Supposons que la suite {®,(s)} ne converge pas asymptotiquement vers 0.
Il existe par consequent un tel nombre ¢ > 0 que la mesure de I'ensemble
des valeurs de s qui satisfont a Pinegalite |®,(s)| > ¢ ne tend pas vers 0
avec 1/n. On peut donc extraire de la suite {®,(s)} une suite partielle {®,(s)}
telle que la mesure de I'ensemble des valeurs de s, qui satisfont a Iinegalite
|®@,(s)| > e, tende vers un certain nombre m distinct de O.
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Designons par {X,,(¢)} la suite qui correspond a {®,(s)} selon (1). Comme
on a lim X,(¢) = 0 conformement a I’hypotheése 3° on peut, en vertu de
n—rx

laxiome V, extraire de la suite {X,(¢)} une suite partielle {X,(t)} de fagon
qu’il existe une fonction X (f) appartenant a E et satisfaisant a l'in€galité:

@) X, @ < 1X ()

pour tout n et pour tout t sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nulle.
L’inégalité (2) donne:

(3) K(s, 1) X, (0] < IK(s,0)- X (@)
pour tout n et pour tout t sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nulle.
La mesure de '’ensemble de valeurs de s, pour lesquelles

b b
JK(s,t)- X (t)dt et par suite  [|K(s, )  X(t)|dt

n’existe pas, est nulle selon T'hypothése 2°. L’axiome IV et I'inégalité (3)
impliquent donc que
b
lim [K (s, t) X,(t)dt = 0 (")
pour presque tout s.
Par consequent, en posant
= b —_
D,(s) = [ K (s, ) X, (t)de (%)
on aura ‘

lim asym &, (s) = 0.

Or, {®,(s)} etant contenu dans {®,(s)}, le dernier resultat est en contra-
diction avec la proprlete de {®, (s)} d’apres laquelle la mesure de 'ensemble
des s, qui satisfont a Pinegalite |®,(s)| > ¢, tend vers un nombre m % 0.
Ainsi la supposition qu’on puisse avoir

b
lim asym (K (s, t) X, ()dt # O

conduit 4 une contradiction. Notre théorgme est donc démontré.

(') Je mappuie sur le théoréme suivant: si 1° lim asymf,(t) = 0, od {f,(t)} est une
suite des fonctions mesurables dans (a,b), 2° f(t) est une fonction intégrable positive vérifiant
l’inégalité | (Ol < f(t) pour chaque n et t sauf un ensemble de mesure nulle, on

a hm jf,,(t)dt = 0.

(*) Je mappuie sur le théoreme suivant: si 1° [f,(s)} est une suite des fonctions
mesurables définies dans (a, b), 2° presque partout lim f,(s) = 0, on a lim asym f,(s) = 0.
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Lemve 1. Les hypotheses 1° et 2° du théoreme 1 etant verifiees,
lorsqu’en outre :

lim X, (1) = X (1),
on a

b b
lim asym [ K (s, 1) X, ()dt = [K(s, 1) X (t)dt.

Admettons a présent que E; est un ensemble de fonctions qui satisfait,
lui aussi, aux axiomes I-VI. Nous n’admettons pas par cela que Iensemble E,
soit identique a l'ensemble E. La norme de I'un peut différer enti€rement
de celle de lautre.

TuioriEME 2. La fonction K(s,t) satisfaisant aux hypotheses 1° et 2°
du theoreme precedent, si, en outre,

3° toutes les fois que X (t) appartient a E, la fonction

b

Y(s) = | K(s,t)- X (t)dt

appartient a E|,
il existe un nombre M > 0 tel que linegalite

b
If K(s, ) X (B)at]| < M-I X ()]

subsiste pour tout X (t) appartenant a E.
Demonstration. Remarquons que

Y(s) = f K(s, ) X (t)dt,

ou X (t) est une variable indépendante et Y (s) — dépendante, est une opération
additive. Le lemme précédent nous apprend que si la suite {X,(f)} converge
suivant la norme vers X (f), la suite {Y,(s)} converge asymptotiquement
vers Y (s).

Il en résulte en vertu de l'axiome VI que

E

lim inf ||'f K(s, 1) X, (@) dt] > HfK(s, £)- X () dt

ce qui implique (en vertu du théoréme 3, chapitre II) la continuité de
b

Popération [ K (s, t)- X (t)dt. L’existence du nombre M est donc assurée par
le lemme 3, chapitre IL '

§ 2. Nous allons démontrer dans ce paragraphe que les axiomes I-VI
sont vrais pour tous les champs énumérés dans I'Introduction, si 'on admet
les deéfinitions convenables de la norme.
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Ad axiome I. Pour tous les champs considérés on assignera aux
opérations d’addition et de multiplication par un nombre la signification
algébrique habituelle. Toutes les lois de I se trouveront ainsi réalisées.

Ad axiome II. Quant a la définition de la norme, nous I’établirons
de la fagon suivante:

Pour le champ (4): || f(x)|| = max |f(x)].

Pour le champ (.#): || f(x)|| = vrai max |f(x)|. Cest le plus petit des
nombres M pour lesquels l'inégalité |f(x)| > M ne subsiste que dans un
ensemble de mesure nulle.

Pour le champ (6") ou r = 1: || f(x)|| = \/f |f ) dx.
Pour le champ (2): | f(x)| = max |f(x)].

& f (X)
Pour le champ (47%): | f(x)|| = max |f(x)]+max I
Pour le champ (6?%") ou r > 1:
dr
£ (Il = max lf(X)|+\/ 12T g
Pour le champ (67 .#): | f(x)] = max |f(x)|+ vrai max —d—;—{c(pic)— .

Pour le champ (4?2): | f(x)|| = max |f(x)|+max

&’ f(x)
dxP

L’axiome II est manifestement vrai pour les champs: (€), (4), (2), (€7 %),
(67 M) et (67%). M. W.H. Young a demontré pour le champ (¥") un
théoreme équivalent a l'axiome II(%). L’axiome II pour le champ (4?%7)
en est une consequence immediate.

Ad axiome III. Pour le champ (¥¢). La convergence suivant la norme
a dans ce champ la signification de la convergence uniformé. Il en resulte
(suivant le théoreme connu de I’Analyse, d’apres lequel toute suite uni-
formement convergente des fonctions continues admet une limite, qui est
une fonction continue) que l'axiome IIT est rempli

Pour les champs (.#),(2),(67%6), (6" .#) et (6°%) la question est
analogue.

Pour le champ (¥"). La convergence suivant la norme est ici la con-
vergence en moyenne avec la r*™ puissance. Dans Pouvrage cité M. Young

(*) Quarterly Journal of Mathematics 1912,
Ce théoréme est le suivant: f(x) et ¢@(x) étant deux fonctions définies dans (a,b) de
puissance r = 1 intégrable, on a

b b b
\/j If+ ol dx S\/f LfIrdx +\/ji(p|’dx.
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a démontré un théoréme équivalent pour le champ (¥") & laxiome III(*).

Pour le champ (¢"%") I'axiome résulte de ce que nous venons de dire
de champ (¥").

Ad axiome IV. Pour le champ (¥") un théoréme équivalent 2 I'axiome
IV a été démontré par M. Young.

Pour les autres champs cet axiome est évident.

Ad axiome V. Pour les champs (%), (¢?%), (65", (67 M),(D) et
(A#) la fonction qui satisfait a Paxiome V est une certaine fonction
constante.

Pour le champ (¥”) laxiome IV peut étre établi comme suit (sans
modifier la notation adoptée dans I’énoncé de cet axiome):

On remarquera que X (f) appartenant a (¥7),|X(¢)] y appartient
également, et que l'on a, en outre,} | X(9)| | = | X ().

On a par hypothese

lim | X, ()] =0,

on peut donc extraire de la suite {X,(f)} une telle suite partielle {X,(1)}

o0
que la serie Y || X, (2| soit convergente.

n=1

Il en résulte en vertu du théoréme 8, chapitre I, de l'axiome IV et
de P'égalité

X0 = 1X,01,
que la série

a©

“ Y X, )

n=1

converge asymptotiquement suivant la norme vers une fonction que nous
désignerons par X (). Les termes de la série (4) n’étant pas négatifs, la
convergence asymptotique de cette série implique que

X, (0] = X(2)

18

n=1

(*) Si 1° {f(x)} est une suite de fonctions de puissance r intégrable, définies dans (a, b);

b
20 lim (/j If,—f,rdx =0,

pg=

il existe une telle fonction f(x) de puissance r intégrable définie dans (a, b) que

n=x

—
lim jj lf—filrdx = 0.

22 — Oeuvres t. I1
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pour presque tous les points. On en conclut que
X, 0l < X(©)

pour tout n et pour tout ¢ sauf un ensemble de mesure nulle.

Ad axiome VI. Pour prouver que laxiome VI est realise, nous allons
ctablir un théoreme un peu différent, a savoir celui que I'on obtient de
laxiome VI en y remplagant I’hypothese 3° par la suivante ,on a lim X, (¢)

[ mdivel

= X (t) pour chaque t, excepté peut-etre un ensemble de mesure nulle”.

L’axiome VI s’en déduit comme suit. Admettons notre théoréme auxiliaire
démontré et supposons que, les hypothéses 1°-3° de I'axiome VI étant
réalisées, on ait:

) lim inf |.X, @ < IX O

Nous pouvons donc extraire de la suite {X,(t)} une telle suite partielle

{X.(0)} que
lim | X, (0] < | X (1)

De la suite {X,(r)} on peut extraire, en vertu de I’hypothése 3, une
suite {X,(t)} convergente pour presque tout point X (¢). Or, c’est impossible
d’aprés notre théoréme auxiliaire et suivant Pinégalité (5).

Nous passons maintenant a la démonstration du susdit théoréme pour
les champs considérés.

Pour le champ (%). Admettons qu'on a le max |X ()] pour t = t,.

On peut donc trouver pour tout ¢ > 0 un tel # > 0 que chaque ¢ qui
satisfait a linégalité |t,—¢] < # remplisse €galement linégalité

6’ X1 > 1X ()l =& = | X @)l —¢.
La suite {X,(t)} étant presque partout convergente, il existe un point '
satisfaisant a l'inégalité |t,—1'| < n et tel que

lim X,(t) = X ().

Comme
X, ()] < 1 X,
I'inégalité (6) donne

lim inf | X, ()] = [ X @) —e.

Or, cette inegalite subsiste pour chaque & On a donc

lim inf | X, () = IX@®)I, cqfd



Sur les opérations dans les ensembles abstraits 339

Pour le champ (.#). Pour chaque nombre positif arbitraire ¢ 1l existe
un tel ensemble de points A(f) de mesure lebesguienne positive que tout
point ¢ apartenant a A(¢) satisfait aux conditions:

(7 X (@) = X (@) —%e
et

lim X, () = X (9.

Deésignons par A4,(t) I'ensemble de tels points appartenant a A(t) pour
lesquels

(8) |X,()-X(@) < Se
et
© X, 0 < [ X,0l.

Comme la suite {X,()} converge vers X (t) pour tous les points de
I'ensemble A (t), qui est de mesure positive, on peut trouver un tel N que
la mesure de Iensemble A,(t) soit egalement positive pour tout n > N.

Les inegalites (7) et (8) impliquent qu'on a pour chaque t appartenant
a A,(1):

(10) 1 X, @ = [ X @) —e.
d’ou, en vertu de (9),

[ X, = (X (0] —e
pour chaque n > N. Il en résulte que

lim inf | X, ()] > (| X (@) —e

et comme cette inegalite subsiste pour tout & on a:
lim inf | X, (0] = [ X @]
Pour le champ (2). X (t) étant une fonction duhamelienne, on a

(11) max | X (f)] < vrai max | X (¢)|.

En effet, pour tous ¢ et h > 0 o t et t+h appartiennent a (a, b),

t+h t+h
1 1
(12) .7 X (pdt| < W IX ()| dt < vrai max | X (t)],

t t

ce qui donne pour le point t = b—h
' b

(13) ‘% J X (1) de

b—h

< vrai max | X (t)].
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Or, X (¢) étant duhamelien, on a

t+h

b
.1 o1
'1115%7 fX(t)dt = X(t) et }!1_{1(1)7 f X(Hdt = X (b),
t b—h

ce qui conduit — en vertu des inégalités (12) et (13) — précisément
a linégalité (11).
Comme le signe < ne peut figurer seul entre les deux termes de
I’égalité (11), on a
max | X (1)) = vrai max | X (z)]

et en s’'appuyant sur cette egalit¢ on peut démontrer I'axiome VI pour le
champ (%) de la meme fagon que pour (.%).

Pour le champ (#”). Designons par X,(t, L), ou L> 0, une fonction
define dans (a, b) de la fagon suivante:

X,(t,L)=X,(t) lorsque |X,()| <L,
Xu(t, L) =L lorsque X, ()] > L.

Comme la suite {X,(¢, L)} est uniformément bornée et
lim {X,(, L)} = X(t,L)

presque partout, on a

/b

b
(14) lim Jy X, (t, L) dt = (/j X (¢, L)J dt.

Comme
| X, (¢, L) < |X,(0)],
on a

b b
, {/I [ Xa (e, L)"dt < {/I 1Xa (@ dt = [ X, (@)l

Nous pouvons donc écrire en vertu de Iinégalité (14):

b
(15) lim inf | X, ()] = (/j |X (¢, L)"dt.
Or,

b b
lim {/f |X (¢, L)"dt = (/f X @ dt = | X,
ce qui donne

lim inf | X, ()] > 1X @),

puisque I'inégalité (15) subsiste pour tout L> 0.
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Avant d’établir 'axiome VI pour les autres champs, nous allons démontrer
quelques théorémes auxiliaires.

Tutoreme 1. Si
1° {f,(x)} est une suite des fonctions positives non-décroissantes définies
dans lintervalle (a, b);

2° Il existe un nombre M > 0 qui remplit pour chaque n linegalite
Job) < M; ‘
on peut extraire de la suite {f,(x)} une suite partielle qui converge partout
vers une fonction non-décroissante f(x).

Démonstration. Désignons par {a,} une suite composée de tous les
nombres rationnels de lintervalle (a, b); par { £ (x)} une suite de fonctions
extraite de la suite {f,(x)} et convergente pour x = a,, par {f?(x)} une
suite extraite de la suite {f"(x)} et convergente pour x = a, (elle est
donc en méme temps convergente pour x = a,), et d’une facon générale
par {£?(x)} pour i = 1,2,3,..., une suite extraite de { £ D (x)! et conver-
gente pour x = ¢; (donc, évidemment, pour x = a,,da,,ds,...,a_,). En
conservant cette notation, envisageons la suite {£%®(x)} dont le k™ terme
est k™ dans la suite {f®(x)}. Il est évident que la suite {f,®(x)} est
convergente pour tout g;.

Posons donc

lim £ (@) = P(a).
On remarque que
lorsque a; > a;, on a £,%(a) > £,¥(a)

et par conséquent
(16) P(a) = P(a).

Désignons par @ (x) la fonction définie dans (a, b) de la fagon suivante:

@ (a) = borne inférieure de Iensemble des nombres P(a;), lorsque
X > a, @(x) = borne supérieure de 'ensemble des nombres P(g;) pour tous
les a; appartenant a lintervalle (a, x).

En vertu des hypotheéses 1° et 2°, la fonction @(x) est bien determinée,
puisquon a pour tout a;:

0< Pla)< M.

De plus, en vertu de (16), la fonction @(x) n’est pas décroissante et
on a pour tout q;:

@(a;) = Play).

@ (x) est donc — d’aprés un théoréme connu — partout continu, excepté,
peut-etre, une infinité dénombrable de points. Or, si @(x) est continu pour
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un certain x, (ol a # xo # b), on a

klim B (x) = D(x).

On peut donc trouver, pour un ¢ > 0 donne arbitrairement, deux
nombres rationnels a et ¢ qui remplissent les inegalites:

17 a<xyo<d, @@)—e< D(xy) < Pla)+e,
et on aura pour tout k en vertu de I’hypothese 1°:
f8@) < fF ) < fP@).
La suite {f*(x)} etant convergente pour tout a et ¢’ rationnel, on a:
®(a) < lim inf B (x0) < < Jim sup f#(xo) < ®(a),
d’on, en vertu de (17):
P (xy)—¢ < klinolO inf £,® (x4) < kll_frolc sup fi® (x,) < @ (x)+e.

-

Comme cette inégalité subsiste pour chaque ¢ positif, on a ‘

lim £ (xo) = @ (xo)-

On voit par conséquent que l'ensemble des points, pour lesquels la
suite {f*(x)} n’est pas convergente, est au plus dénombrable. En appliquant
a la suite {£,¥(x)} le méme procédé, qui a été appliqué auparavant a la
suite {f,(x)}, on peut donc en enlever une suite {f,(x)} convergente pour
chaque point. Soit f(x) = limf,(x); il est évident que f(x) est aussi une

fonction qui ne va pas en décroissant.

Lemme 1. Si

1° {f,(x)} est une suite de fonctions a variation bornée definies dans un
intervalle (a, b); )

2° il existe un tel nombre M qu'on ait pour tout n

max | f,(x)] < M et variation f,(x) < M;

on peut tirer de la suite {f,(x)} une suite partielle qui converge en tous les
points vers une certaine fonction f(x) a variation bornée.

TutoreME 2. Si

1° f(x) est une fonction de puissance r integrable definie presque partout
dans Tintervalle (a, b);

2° 9, est un mode de subdivision de segment (a,b), determine par les
points

a=xP <xP<xP <. <xB_, <xB =0b;
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3° Le maximum de longueur des intervalles partiels pour les subdivisions
% tend vers 0 avec 1/k,
on a

Xk
Xi+1

ety | {f(x)dxfr b
fim Wi(f) = Jim - 3 e = [l dx.

i=0

Deémonstration. Désignons en general par 0(x), ou a <o < B <b,
une fonction definie dans lintervalle (a, b) de la facon suivante:

Cg(x)=# lorsque o< x<f
p—ua

et
{!(x) = 0 pour les autres points de lintervalle (a, b).
Considérons la fonction ‘
nik) - x4,
(18) P (x) = 2 C (k) J(m S (x)dx

et remarquons que, x, étant situé a l'intérieur de Pintervalle (x*, x*,), on a

<"
*i+1

1
Pr(xo) = W f Sfx)dx,
x{

car les autres termes s’annulent par la définition-méme de ¥ pour x,.
Par suite, si x, n’est un point de subdivision d’aucun 9, et si, en
outre, f(x) est pour x, la derivée de sa fonction primitive, on a

,}Ln; q’sk (x0) = f(xo).

L’ensemble des points de subdivision de tous les 3,, etant dénombrable
et f(x), comme fonction integrable, etant la dérivee de sa fonction primitive
pour presque tous les points, on a pour presque tout x

(19) lim ;) = /().
Or,

(20) f lol"dx < W,

Lorsque r > 1, on a en vertu du theoreme de M. Young:

(k) (k)
Xit1 Xit1 r
| "< { [ Iflrdx - —Y/x®, 5"’} :

< X
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C’est-a-dire,

S 9, -
21) | | fdx]" < § |f1de- (xf®,—x®y L
xlgk) (k)

Cette inégalité est valable aussi pour r = 1, car elle prend alors la

forme
(k) (k)

| 'jf(x)dxl\ [ 1f1dx.
0 0

L’inégalité (21) subsiste donc pour chaque r > 1.
On en deduit que:

no—1 x,
5|(Pk Xdx < W(f) < .Z,l f [f () dx = “fl'dx
On a donc:
b
22) hm sup f loe () dx < f|fIrdx.

La fonction ¢,(x) tendant presque partout vers f(x), on a €tabli en
vertu de laxiome VI pour le champ (¥"):

3
11m 1nfj lpe ) dx = [ |fIdx.
En compafant cette inégalité a I'inégalité (22), on s’apergoit que

lim [ g (O dx = Hfl’dx

k=0 g

ce qui donne, en vertu de (20), I'égalité:

b
lim W (f) = [IfT dx

qui etait a demontrer.

TuEOREME 3. Si

1° f(x) et les fonctions de la suite {f,(x)} sont continues dans (a,b)
a (p—1)°" dérivee absolument continue;

2° Il existe des nombres M > 0 et r > 1 tels quon ait pour tout n:

u

b
JIfPIrdx < M, 5|f.."”(X)|’dx S M,

max |f(x)) S M e max|f,(x)] <M;
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3° On a lim f,(x) = f(x) en presque tous les points de (a, b);
on peut extraire de la suite {f,(x)} une suite {f,(x)} telle quwon ait:
lim £,%7 9 (x) = f*~(x)

pour tout Xx.
Démonstration. On a:

t b
variation de [f,®(x)dx = [|£,® (x)dx]

i N
< \/ [142Cr dx-"b=a < /M-~ 1/b=a

et comme
t r .
[ LPx)dx < I/M-""1/b—a,

t
la suite {ff®(x)} satisfait aux conditions du lemme 1.
a

t
On peut donc en extraire une suite de fonctions {f f,”(x)dx} convergentes

en tous les points vers une fonction que nous désignerons par ¢(1).
Or, on a

(23) fulx) = —6)—1_—1)—, J(x—t)"‘ L. fP(0)dt+P,(x),

ot P,(x) est un polynéme du degré p—1. En vertu de cette égalité et

de I'hypothese 2°, la suite des polynomes {P,(x)} est uniformément bornée;

on peut donc en extraire une suite {P,(x)} uniformément convergente vers

un polyndme (que nous désignerons par P(x)) du degré tout au plus p—1.
Comme on a

(p_ll)! J(x——t)v—lf,,(p)(t)dt = (p_lz)! j((x—t)rz Jf,,"”(s)ds>dt

a

t
et comme la suite | f,”(s), qui est uniformement bornee, tend en tous les
; ‘

points vers 0, on a

1 R - 1 X ‘
(24) p!l—p::lo —mj\(x—t)p—l 'f;'(p)(t)dt = G‘:Z'—)‘!*J‘(x_t)p_z(p(t)dt.
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On déduit de (23) et (24), £, (x) désignant le P,(x) correspondant, que

- 1
gi_{lgofn(x) = G:Z)—!J(x—t)"_zfp(t)dt+P(x)

uniformement.
Par hypothese on a presque partout:

lim £,(x) = / (),

on aura donc:

flx) = J(x—t)" 2 (t)dt+P(x)

2)'

et pour les dérivées (p—1)* des deux nombres:

(25) JPV(X) = @(x) = PPV (x).
L’egalite (23) donne en plus:
26) Fo000 = | 2 (4P ().

Or, on a pour tout Xx:

lim ff“”(X) =)

n—w g

et, {P,(x)} étant une suite de polynomes de degré tout au plus (p—1) qui
convergent uniformément vers P(x), on a

lim P¥~V(x) = PP~V (x)

I1 en resulte en vertu de (25) et (26) quon a pour tous les points

lim fP-U(x) = f* Y(x) cqfd

Ces théorémes établis, nous passons a la démonstration de ’axiome VI,
ou plutot du théoréme qui I'implique, pour les champs (67.4), (¢*9"),
(67 D) et (€7%).

La démonstration est apagogique.

Supposons que

lim inf | X, ()] < X @)].

On peut donc tirer de la suite {X, (#)} une suite partielle {X, ()} telle qu’on ait
27)  lim | X, 00 < 1X@)].
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En vertu de 'hypothése 3° (modifiée), on a:
(28) lim inf max | X, (6)] = max [ X (t)].

Comme les suites {X,, (t)} et {X,, (t)} satisfont en vertu de (27) pour les
champs (47 .#), (67 S"), (6 %) et (67%¥) aux conditions du théoréme S5,
on peut extraire de la suite {X,(f)} une suite partielle {X,(z)} telle quon
ait pour tout point de lintervalle (a, b):

(29) lim X2~ V() = X®~ ().

Les résultats obtenus jusqua présent sont valables pour tous les quatre
champs a la fois. Nous allons maintenant achever la démonstration pour
chacun d’eux a part.

Pour le champ (#”.4). Etant donné un nombre arbitraire ¢ > 0, on
peut trouver deux nombres ¢, > ¢, compris dans {(a,b) qui satisfont
a linégalité

(30)

xe-n xX@e-;
l (f2) = . (&) I > vrai max | X?(t)]—e.
2_ 1

Mais
X(p ”(t) X(p ”(t)
t _tl

< vrai max |X 2 (@)

quel que soit n.
Il en résulte en vertu de (29) et (30) que

lim inf vrai max | X® (¢)] > vrai max | X®(¢)|—¢

n—coco
et, comme cette inégalite subsiste pour chaque ¢ on a

(31) hm inf vrai max | X (¢)| > vrai max | X® (7)) .

Or, on a pour le champ (67.#)
I X (t)| = max |X (¢)]+ vrai max | X? (r)|,
ce qui donne en vertu de (28) et (31):
lim inf 1X, @) > lim inf max X, ()] + lim inf vrai max 1X® (1)
> max |X (¢)] + vrai max | XP (1) = | X ()|

Le dernier résultat est en contradiction avec (27), ce qui prouve que notre
théoréme — et par conséquent 'axiome VI — est vrai pour le champ (67.#).

Pour le champ (479%) la marche de la démonstration est analogue:
f(x) étant une fonction duhamelienne, on a

max | f(x)| = vrai max | f(x)|.
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Cette analogie se présente également pour le champ (47%).
Nous passons maintenant au dernier champ, qui est (62.%7).
Pour le champ (47%"). Ayant choisi arbitrairement un nombre ¢ > 0,

on peut trouver un mode de subdivision 9, de lintervalle (a, b), tel que,
la notation du théoréme 4 étant conservee, on ait

(32) W (X® (1)) > 5x|X<P> OF dt—s.

On a, en vertu de (29):
(33) lim W, (X@ (1) = W, (X ().

On a en outre
b
W (XP () < [1XP) de,

de sorte que cette inégalité implique, en vertu de (32) et (33), la suivante:

=

b =
lim inf [ | X® @) dt > [ |XP @) dt—e.

*

Comme cette inegalite subsiste pour chaque ¢, on a:

o

b
(34) lim inf | |XP @) dt = [ |XP(0)" dt.

8

Or, on a pour le champ (67.%”):

/b_~‘_‘~_'
1X (0] = max |X(r)|+(/ [ 1XP @) dr,

ce qui donne en vertu de (28) et (34):
lim inf | X, @) = I1X @),

resultat contradictoire avec (27).
L’axiome VI est donc établi pour tous les champs considérés.



