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Sur le prolongement de certaines fonctionnelles

avec la puissance p (p > 1) (la distance de deux fonctions x(t) et y(t) étant
égale a {f|x—yl|’}'’”) et B est I'ensemble de toutes les fonctions x pour
lesquelles | |x|? < 1 (¢ étant une constante arbitraire plus grande que p),
B est un Gy. '

Si E est le méme ensemble et B est I'ensemble de toutes les fonctions
pour lesquelles- | |x|* ‘existe (¢ > p), B n'est pas un G,.



Sur la convergence presque partout de fonctionnelles lineaires
publi¢ dans Bull. Sci. Math. (2) 50 (1926), p. 27-32 et 36-43.

1. M. Lebesgue a démontré le théoréme suivant (}):
Pour que les fonctions bornées de la suite {@,} aient la propriéte dannuler
1
la limite lim | f (x) @, (x)dx, quelle que soit la fonction sommable f(x), il faut
0

et il suffit que Ton ait, pour presque tous les x tous et tous les n,
lpn (X)) < M, lim g @u(x)dx = 0,

pour tous les a appartenant a lintervalle (0 ... 1).

Du theoréme cité ci-dessus on peut facilement conclure les conditions
necessaires et suffisantes que doivent remplir les fonctions {K, (x, y)} pour que

1
6 lim [ K, (5 )/ ()dy = 0

pour chaque x et pour chaque fonction sommable f(x). Mais il se pose
la question: quelles sont les conditions pour que I’égalité (1) ait lieu pour
presque -tous les x et pour chaque fonction sommable f(x).

Bien entendu, nous ne supposons pas que 'ensemble des x pour lesquels
(1) subsiste soit le méme pour tous les f(x) sommables.

Dans ce cas-1a le théoréme de M. Lebesgue cité ci-dessus ne donne pas
de réponse. :

Dans cette Note je m’occupe de ce probleme et des questions liées
avec lui. Je considere aussi ce probleéme pour les ensembles abstraits. -

2. Soit E un ensemble vectoriel, métrique et complet (%), Cest-a-dire que:
1° La somme, la différence de deux éléments quelconques et le produit
d’un élément par un nombre réel sont bien définis. Ces opérations obéissent,
bien entendu, aux régles ordinaires de I'algebre. Par conséquent, il y a un

(*) Annales de la Faculté de Toulouse, 3¢ série, vol. I, 1909, p. 25-117.
(®) Banach [7] [ce volume, p. 305-348].
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¢élément nul (nous le désignons par 0) tel que si a est un élément quelconque
et m est un nombre réel, les égalités suivantes sont toujours remplies:
a—a=90,a+0=a, m-0=0.

2° A chaque élément a correspond un nombre non negatlf (nous le
désignons par |a}) remplissant leés conditions suivantes:

() lall > 0 sia# 0, [0] =0;
(b) |mal| = |m| lall si m est un nombre réel;
© la+bll < llal+b].
3° Si {a,} est une suite d’éléments et si lim |la,—a,)] = 0, il existe
un €lément a tel que lijn la—a,ll = 0. 4
Remarque. Si hm la—a,) = 0, nous écrirons ,,lﬂn; a, = a. Nous disons

e od

que la série ) a, est convergente vers g si

n=1

lim Ja- ¥ af =o0.

Considérons une fonctionnelle ®) U(x) qui a chaque element x de E
attribue une fonction z(t) définie et mesurable pour 0 < t < 1. Admettons
que U est linéaire et continue en mesure, c'est-a-dire;

1° Ulmy xq +my x3) = my Ux)+my, U(x,);

2° Si lim x, = x, nhjralo U(x,) = U(x) en mesure(*).

n—rwo

Il est clair que la condition necessaire et suffisante pour qu’une
fonctionnelle lineaire U (x) soit continue en mesure est que, a chaque couple
des nombres ¢ > 0, a > 0, correspond un nombre 1 > 0 tel que si |x| < #,
'ensemble de points ou |U(x)| > « est de mesure plus petite que &.

Soit {U,(x)} une suite de fonctionnelles lincaires et continues en mesure.
Designons par Nlrgfsxzvz |U,(x)| la fonction qui, pour chaque ¢t compris entre
0 et 1, est égale a la plus grande valeur au point ¢ des fonctions
{iu, (x)|} N, < n < N,. Posons

Joax |Up(x)] = hmoo ma\x | U, (x)I.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivarit:

Tutorime 1. Si {U,(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires et
continues, et si pour chaque x nlLrg sup U, (x) est presque partout fini, a chaque

() L'operateur — selon la terminologie actuelle.

(*) Nous disons qu'une suite {f,} de fonctions définies et mesurables pour 0 < t < 1
tend vers f en mesure, si a chaque couple de nombres ¢ > 0, # > 0 correspond un nombre
N > 0 tel que pour chaque n > N Tensemble de points ou |f,~f| > 5 est de mesure plus
petite que ¢.
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couple de nombres ¢ > 0 et a > 0 correspond un nombre n > 0 tel que si

x| < n Pensemble des points ou max |[U,(x)| > o est de mesure plus petite
1Snp<x

que &.

Démonstration. Puisque lim sup U,(x) est presque partout fini pour

n—x

chaque x, max |U,(x)| Pest aussi.
1Sp<x

Supposons que notre theoreme n’est pas vrai.

Dans ce cas' il existe un couple de nombres ¢ > 0, « > 0, une suite
{n;} de nombres positifs tendant vers zero, et une suite {x;} d’élements telle
que: '

L %] < . _ ]

II. Densemble des points ou max |U,(x)| > o est de mesure plus grande
que &.

Posons

nous avons donc
o flxl = 1.
IT. lim o; = o0 (o; > 0).

IIl. Lensemble des points on max (U, (x)l) > « est de mesure plus
grande que ¢. 1_\"<7

Introduisons les symboles suivants:

Soit N, le plus petit nombre entier pour lequel 'ensemble des points
ol linégalité

max U, (9] > may |U,()+1

<h=

a lieu est de mesure plus petite que e.
Soit y(n) le plus grand nombre tel que si | x| < y(n), l'ensemble des
points ou linégalité
2, U3 01 > £

a lieu est de mesure plus petite que 1e¢. Les nombres N, et y(n) étant
ainsi définis, on trouve une suite de nombres positifs {g;} et une suite
partielle {x,} extraite de la suite {x,} telle que les conditions suivantes
soient remplies:

a.a1=1,r1=1.
b. 0 < a4y <34, a4y < 3y(N,).

En posant

i
c. Si= Y ax,,
k=1
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Iensemble de points ou Iinégalité

max U, (S > 3a;4 0
1Sn<w

Fi+1

a lieu est de mesure plus petite que 3s. -
d ay o, 6 >Ii
Il est clair quon peut réaliser de proche en proche les conditions
a, b c d
De a et b il résulte que a; < 1/2°~1 et, par conséquent,
> 1
2 a, < Z Aiv2 57==3 Fr=i-2 = 2a;;,;

r=i+2 r=i+2
donc
0
1) > 4, <y, ).
r=i+2 i
© . +9)
La série ) a; est convergente, donc Y. a;x,, l'est aussi. En désignant
i=1 i=1

@

a;x,, par Set ) ax, par R;, nous avons
1 k=i+1

s

14

e ) a

151 < % lal-Ix) = ¥ a< 3o
. i= i=1

et, d’apres (1),
2 R4l < Z+ a, < y(N
Soit m; = Nx,,. Alors o

Un(S) = Un(S)+ U, (@41 X, )+ Un (Risy);

).

*risy

donc
(3)  Jnax UL (S)| = 1sT§3,‘m|Un(“i+1xn+1)|‘

-, max |U,,(S,‘)l—-lsglsa'gfi+1 [Un (R4 )1

Mais en vertu de III, et de la définition du nombre

xrieg — Mit1s

nous voyons que la premiére partic de la somme qui constitue le second
membre de Pinégalité (3) est plus grande que a;,,,,, dans un ensemble
de mesure plus grande que 3¢, en vertu de c, la seconde partie n’est plus
grande que %a;,,0,,, que dans un ensemble de mesure plus petite que
1€, en vertu de (2) et de la définition du nombre y(n) la troisiéme partie
n’est plus grande que 'unité que dans un ensemble de mesure plus petite
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que ie. Donc, d’aprés d et (3) dans un ensemble de mesure plus grande
que 1¢ nous avons

@) max |U,(8) > max |U,(S) > 3as, o, -2 > $i-2.
< Sn<my

ri
1<n< i+1

Puisque i est un nombre entier quelconque, I'inégalité (4) est contradictoire
avec I’hypothése que lim sup U,(S) est presque partout fini. Le théoréme
n—>w
est donc démontré.

TutoremE 1. Si une suite {U,(x)} de fonctionnelles linéaires et continues
en mesure tend presque partout pour chaque x vers une fonctionnelle linéaire
U(x), U(x) est continue en mesure.

Démonstration. Remarquons que nous avons pour chaque x presque
partout

U < max (U, ().

Donc en vertu du théoréme I 3 chaque couple de nombres ¢ > 0
et « > 0 correspond un nombre 5 > 0 tel que si || x| < #n, 'ensemble de
points ol |U(x)| > « est de mesure plus petite que &. Cela prouve que
U(x) est continue en mesure.

TueoreMme L. Si une suite {U,(x)} de fonctionnelles linéaires et continues
en mesure est telle que:

1° lim sup U, (x) est fini' presque partout pour chaque x;
2° lim U, (x) existe presque partout pour chaque x appartenant a un
ensemble B (®) partout dense dans E;

alors la suite {U,(x)} tend pour chaque x presque partout vers une fonctwnnelle
U (x) linéaire et continue en mesure.

Démonstration. Soit x un élément quelconque de E. Il existe une
suite {x,} d’éléments de B telle que

n-* oo

lim x, = x, Cclest-a-dire 31_210 |x—x,|l =0.
Mais puisque lll‘rg U,(x,) existe pfesque partout, on a presque partout
lllrg sup U; (x)—ilirg inf U;(x) = ,11,12, sup U, (x—x,,)—‘ilir?o inf U, (x—x,).
Donc presque partout
,ILIB) sup U, (x)—,ililg inf U;(x) < 2  max tU (c—x,)l.
Donc si o est un nombre positif quelconque, puisque

lim || x—x,| =0,
n-w

(°) Nous disons qu'un ensemble B est partout dense dans E, si chaque élément de E
est la limite d’une certaine d’éléments de B.
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d’aprés le théoréme I, I'ensemble des points ou
lim éup U;(x)—lim inf U;(x) > «
est de mesure nulle. Donc presque partout
lim U;(x) existe.

D’aprés le théoreme II la fonctionnelle
Ux) = lim U,(x)

est continue en mesure.

Remarque. Considérons une famille de fonctionnelles U, (x) lin€aires
et continues en mesure dépendant d’un parameétre A compris entre 1 et co.
On peut démontrer par rapport a

lim U, (x)

les mémes théorémes que I, II, III, si 'on admet I'hypothése suivante:
Dans chaque intervalle fini 1 < 4 < L, U; (x) est uniformément continue
et mesure, C'est-a-dire qu’a chaque couple de nombres & > 0,a > 0 cor-
respond un nombre # > 0 tel que si | x| < #, il existe un ensemble E,
de mesure plus grande que 1—¢ dans lequel |U;(x)] < o pour 1 <4 < L.

3. Applications. 1° Soit E Pensemble de toutes les fonctions définies
et sommables dans l'intervalle (0... 1). Posons

1
IfOl = !)If(t)ldt-
Soit {K,(s,?)} une suite de fonctions définies et mesurables dans le .
carre 0 < § <1, telles que |K,(s,t)] < M,(s) ou M,(s) est une fonction

finie presque partout dépendante de s et n, mais indépendante de t.
Dans ces conditions, il est clair que la fonctionnelle

1
| Ka(s, 0 f(0)de
0
est continue en mesure. Si nous posons @, () =1 si z=>1,¢,()=0

si z <t <1, nous voyons que I'ensemble des polynomes composés de
fonctions ¢,(t) (0 < z < 1) est partout dense dans E. Remarquons que

1 z
| K, (s, ), (t)dt = | K, (s, t)dt.
0 0

Donc, d’apres le théoreme IIT (§ 2), si

(1) lim fK,, (s, t)dt
0

n—>w



Sur la convergence presque partout de fonctionnelles linéaires 361

existe presque partout pour chaque z,
1
) lim sup | K, (s, t) f(£)dt
R0 0

est presque partout fini pour chaque f(¢f) sommabile,

@n}KA&gfmdt

existe presque partout pour chaque f(¢f) sommable et est une fonctionnelle
continue en mesure. Le fait, que la fonctionnelle

1
lim | K, (s, t) f(t)dt
n—>x g
est continue en mesure, nous la définit pour tous les f, si nous la connaissons

pour les ¢, (t). Par exemple -si

lim § K, (s, )dz = 0
0

n—>wc

presque partout pour tous les z,
1
lim { K,(s,t)f()dt = 0
[ mdi ey

presque partout pour tous les f(¢f) sommables.
Si

lim | K, (s, f)dt = ¢_(s)
0

n=> o

presque partout pour tous les z,
1
lim [ K,(s, 8 f(©)dt = £ (s)
[ aadle iy}

presque partout pour tous les f(t).
Bien entendu, nous supposons que la condition (2) est toujours remplie.
On peut facilement généraliser ces théorémes pour les autres champs -
fonctionnels.

2° De nos théorémes on peut sans peine deduire le théoréme de
M. Lebesgue cité ci-dessus. En effet, supposons que {¢,} sont des fonctions
1

bornées et que lim {fp, = 0 pour tous les f sommables. En vertu du
n—>w o
théoréme I (§ 2), si nous posons ¢ = ¥, a« = 1, il existe un nombre n > 0

1
tel que si | f| = f|f| <n, on a pour chaque n | f¢, < 1. Cela prouve
0
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que si {|f| =1, |{ fo.l < 1/5. Donc |¢,| < 1/ presque partout. Si nous
Supposons maintenant que |@,] < M pour chaque n presque partout et que

lim j f, = 0 pour tous les o compris entre O.. 1, du théoreme I (§2),

il resulte immédiatement que pour chaque f sommable lim _f f, = 0. Le méme
procédé sapplique dans le champ des fonctlons continues ou sommables
avec la puissance p (p = 1).

3° Soit maintenant E I’ensemble de toutes les fonctions de carrés
sommables définies dans I'intervalle (0... 1). Posons

1A =\/i;

Soit {f,(t)} une suite compléte de fonctions normales et orthogonales,
c’est-a-dire que

i 1
(1) (I)ﬁ(t)ﬁ(t)zo si ik, {)fﬁ(t)=1;

1 1
(2) Si | f2(1) existe et si [f®f;(t) =0 pour chaque i, f (t) soit néces-
0 0 !
sairement nul,
Les théorémes du paragraphe 2 nous donnent en posant

= gf(t)fi(t)dt

les théorémes suivants:
TueoriMe 1. Si pour chaque f(t) de carré sommable hm sup Z ¢ f; ()
est presque partout fini, on a presque partout

[« 8]

T ah)=10)

pour chaque f(t) de carré sommable.

TutoremE II. La condition nécessaire et suffisante pour que, si f(t) est
de carré sommable,

X k=10
“est qu'a chaque ¢ > 0 on puisse faire correspondre un nombre o > O tel que si

n
Y af =1, max
=4 1<k<n

k

aif,-(t)l >

i=1

dans un ensemble de mesure plus petite que e.
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Tueorime III. S’il existe une fonction ¢(n) positive et tendant vers
Pinfini avec n telle que pour chaque f(t) de carré sommable

S i)

lim sup -1
n @ (n)

est presque partout fini, on a

n

nlg?o go(n)-i; cifit) =0

presque partout pour tous les f(t) de carrés sommables.

Les théorémes sont évidents, si nous observons que I’ensemble des
polyndmes composés de {f;(¢)} est partout dense dans E et que dans la

o0

série Y. ¢; f;(t) correspondant i une fonction f(f) tous les ¢; sont nuls,

sauf ¢, = 1.

Remarque. On peut démontrer des théorémes pareils pour d’autres
champs fonctionnels.

Supposons maintenant que les fonctions { f,(¢)} remplissant les conditions
(1) et (2) citées ci-dessus sont bornées; supposons en outre qu’il existe une
fonction F(s) sommable non identiquement nulle telle que pour chaque n

1
&) g F(@) fu(®) = 0(°).

On peut démontrer que dans ce cas il existe une fonction @ (¢f) sommable

e o}

pour laquelle la série correspondante Y. ¢; f;(¢) diverge dans un ensemble de

i=

mesure positive. En effet, supposons que le théoréme n’est pas vrai. En
posant

(e8]

U() = 3.0k
1
¢ = Iff;a
0

nous voyons que la fonctionnelle U(f) est continue en mesure dans le
champ des fonctions sommables. On voit sans peine que pour chaque

(°) Banach [8] [cette édition, vol. I, p. 63-65].



364 Sur la convergence presque partout de fonctionnelles linéaires

fonction f de carré sommable U(f) = f. Donc U(F) = F. Mais cette relation
est contradictoire avec (3). Le théoréme est donc démontré (7)(5).

3° Si la fonction K(s,t,A) mesurable est définie pour 0 <
< A < o et telle que

<1,

IK(S9 taA)I < Ml(s)a

ou M, (s) est une fonction finie presque partout dépendante de s et A mais
indépendante de ¢, la fonctionnelle

1
af) = gK(S, t,A)f(®)dr

est bien définie, continue en mesure dans le champ des fonctions sommables,
et remplit la condition de la remarque de paragraphe 2.

4° Je veux indiquer encore une chose assez curieuse. Des théorémes
du paragraphe 2 on peut facilement conclure I’existence de fonction continue
n’ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive. En effet, posons

X(t+}m)-X(t)
An ’
{4,} étant une suite de nombres positifs tendant vers zéro.

Si nous supposions que chaque fonction x (¢) continue admet une dérivée,
on aurait

Un (X) =

X'() = lim U,(x) = U(x)
presque partout.

. . . . sin nx
Donc x'(t) = U(x) serait continue en mesure. Mais la suite {———}
n

. sin nA, )
montre que U(x) n'est pas continue en mesure, car {————} tend uni-
n

formeément vers zéro et les dérivées {cos nx} ne tendent pas en mesure
vers zéro. Donc, d’aprés le théoréme III (§ 2), il existe une fonction continue
x(t) pour laquelle

x(t+4,)x(t) -

lim sup U,(x) = lim sup 7

dans un ensemble de mesure positive.

(’) Steinhaus a publié un exemple du développement presque partout divergent d’une
fonction sommable [An example of a thoroughly orthogonal divergent development, Proc. London
Math. Soc. (2) 20 (1922), p. 123~126]. Kolmogoroff a trouvé une fonction sommable dont
la série de Fourier est presque partout divergente [Une série de Fourier-Lebesque divergente
presque partout], Fundamenta Mathematicae 4 [(1913), p. 324-328].

(®) On peut énoncer le pareil théoréme pour divers procédés sommatoires.



