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Das ,Loi supréme” von Hoene-Wronski (!) betrifit die Entwicklung
einer Funktion x(f) in Reihen der Form

8 X0 = % ax ),

wobei die Funktionen x;(z) beliebig gegeben sind.
Den Inhalt dieses Gesetzes bildet eine Vorschrift fiir die Berechnung
der Koeffizienten «;, wenn die Funktionen

x(@®), x@), x(0,...
bekannt sind. '
Die Entwicklung (x) ist nicht immer mdglich und daher jene Vorschrift
nicht immer anwendbar. Nichtdesioweniger filhrte sie, was das Aufsehen der
damaliger Mathematiker (u.a. von Lagrange) erregte, zu richtigen Formeln fiir
- die Koeflizienten o; der damals bekannten Reihenentwicklungen von Taylor,
nach den Potenzen einer gegebenen Funktion, ferner der Entwicklungen von
Biirmann, von Lagrange und anderen.

Den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet der Nachweis, dass
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen das von Hoene-Wronski angegebene
Verfahren fiir die Berechnung der Koeffizienten innerhalb einer recht umfas-
senden Funktionenklasse zum Ziel fiihrt, welche von den gegebenen Funk-
tionen x;(¢) abhdngig ist.

Setzt man z.B. voraus, dass die x;(f) stetige Funktionen sind, und
verlangt, dass die Reihe (x) gleichmissig konvergent sei, so zeigt sich, dass
die Hoene-Wrofiski’schen Formeln fiir Funktionen x(t) gelten, welche in

('Y Vgl S. Dickstein, O ,Prawie najwyzszem” Hoene-Wronskiego w matematyce, Prace
Matematyczno-Fizyczne 2 (1890), S. 145-168 und die dort angefithrten Arbeiten von Hoene-
Wroniski. : :
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dieser Form durch gleichmissig konvergente Reihen darstellbar sind, in
welchen die Koeffizienten eine bestimmte Wachstumsordnung besitzen. Sind
also von andersher Formeln fiir die Koeffizienten o; bekannt, so miissen
sie mit denjenigen von Hoene-Wroniski iibereinstimmen, falls die Koeffizienten
o, die erwdhnte Wachstumsordnung besitzen.

Die Paragraphen 1, 2 enthalten gewisse Begriffe und Sitze aus der
Theorie der linearen Funktionale (%), der § 3 die Gestalt des »loi supréme«
im Rahmen dieser Theorie, schliesslich der §4 die Interpretation dieses
Gesetzes in besonderen Fillen.

§ 1. Es sei E ein beliebiger Raum vom Typus (B) (*). Wir bezeichnen
mit (B*) die kleinste Menge additiver, in beliebigen linearen Teilrdiumen
von E erklirter Funktionale, welche den beiden Bedingungen geniigt:

1. (B*) enthdlt alle linearen Funktionale.

2. Sind f,(x) additive Funktionale aus (B*), die in demselben linearen
Teilraum L von E erkldrt sind, und 11m fu(x) = f(x) in L, so gehort auch
f(x) zu (B%).

Offenbar ist jedes Element von (B*) ein Balre sches Funktional; es ist
nicht bekannt, ob auch umgekehrt jedes additive Baire’sche Funktional in
(B*} enthalten ist. :

Wir sagen, dass ein linearer Teilraum L die Eigenschaft (4) besitzt,
falls zu jeder Folge {x;} aus L eine Folge positiver Zahlen {M;} existiert,
derart dass fiir jede Zahlenfolge {«;}, welche der Bedingung

8

(D) Z|a|M<oo

i=1

genligt, die Reihe
) Z o; X

konvergiert und ihre Summe in L enthalten ist.

Der Gesamtraum E besitzt offenbar die Eigenschaft (4).

Satz 1. Wenn die linearen Teilridume L,,L,,... die Eigenschaft (A)
besitzen, so gilt das Gleiche von ihrem Durchschnitt L.

Beweis. Es sei {x;} eine Folge aus L. Nach der Voraussetzung gibt
es zu jedem L, eine Folge positiver Zahlen {M}}, derart dass aus

Y M?lo;| < co die Konvergenz der Reihe (2) folgt und ihre Summe in L,
i=1
enthalten ist. Setzt man M; = Dax {M }, so besitzt die Zahlenfolge {M;}

.....

fiir alle L, dieselbe Eigenschaft, also auch fiir den Durchschnitt L. Daher

(®) Vgl. S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932 [ce volume,
p. 23-216].
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folgt aus der Konvergenz der Reihe (1) diejenige von (2) und die Summe
der letzteren Reihe gehort zu L.

§ 2. Sarz 2. a) Ist {x;} eine Folge aus E und M; eine Folge positiver
Zahlen von der Eigenschaft, dass aus der Konvergenz der Reihe (1) diejenige
von (2) folgt, so gibt es eine positive Konstante K, derart dass fiir jede der
Bedingung (1) geniigende Zahlenfolge {a;} die Ungleichung

3) I|ZHH KZIaIM

stattfindet.

b) Ist f(x) ein additives Funktional aus (B*), welches in einemwlinearen
Teilraum L erkldrt ist, der die Summen der Reihen (2) (mit der Bedingung (1))
enthdlt, so gilt fiir jede der Bedingung (1) geniigende Zahlenfolge {a;} die

Beziehung
B o]

f( i ‘xixi) = z o f (x;).

i=1

Beweis. Es bezeichne H den Raum der Zahlenfolgen {o;}, die der
Bedingung (1) geniigen. Wir normieren diesen Raum folgendermassen:

Il{fx}ll = Z |o;| M.

Wie leicht ersichtlich, ist dann H ein Raum vom Typus (B).
Wir definieren in H eine Folge linearer Operationen {U,} durch
Un({ai}) = '—Zl & X; ({ai}eH) (n = 1a29"')9
sowie die Operation
U({w}) = '—21 %; X;,
welche wegen
lim U, {o;} = U({o;})

ebenfalls linear ist. Es gibt also eine poéitive Konstante K, fiir welche die
Ungleichung (3) stattfindet. Ferner ist

@ F({o) = £( 3, %) = fTU (o)

ein im ganzen Raume H erklirtes Baire’sches Funktional. Hieraus folgt
bekantlich, dass F({o;}) ein lineares Funktional ist.
- Es sei a = {;} eine Zahlenfolge aus H. Setzt man

a, = (g, 03,...,0,,0,0,..),
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so ist ¢ = lim g, im Sinne der gew#hlten Norm. Daher gilt lim F(a,) = F(a),
also wegen (4)

<o)

o; xi) = Z o f(x).

1 i=1

o

A

13

Satz 3. Ist {z,} eine Folge aus E und {M,} eine Folge positiver Zahlen
von der Eigenschaft, dass fiir jede der Bedingung

) Y la M, < o
n=1

geniigende Zahlenfolge {a,} die Reihe

s

(6)

a,z,

1

n

konvergiert, so bilden alle so erhaltenen Elemente (6) einen linearen Teilraum
L, welcher die Eigenschaft (A) besitzt.

Beweis. Nach Satz 2 gibt es eine Zahl K > 0, so dass fiir jede der
Bedingung (5) geniigende Zahlenfolge {a,} die Ungleichung

) | | ¥ azl <K 3 la)M,

=1
stattfindet.
Es sei {x;} eine Folge aus L, also

(®) X =

ek

alz,, Y ld|M,=M <o (i=1,2,.).
n=1

Wenn fiir eine Zahlenfolge {o;} die Reihe ) |o;| M; konvergiert, so folgt
aus (7), (8)
_Zl LAY PSS .Zl Jog| K Zl log| M, = K Zl o] M; < o0

Demnach ist ) o;x; konvergent. Setzt man

o
- i
a, = Z ®;dy,
i=1

SO ist

sowie
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o)

Die letzte Gleichung zeigt, dass Y a;x; ein Element des linearen
i=1
Teilraumes . L ist, welcher somit die Eigenschaft (4) besitzt.

Sarz 4. Ist {f(x)} eine Folge additiver Funktionale aus (BY), die bzw.
in linearen Teilriumen L, erklirt sind, welche die Eigenschaft (A) besitzen,
so ist die Konvergenzmenge der Folge {f,(x)} ein linearer Teilraum L von
der Eigenschaft (A).

Beweis. Es sei {x;} eine Folge aus L. Da sie in allen L, enthalten
ist, gibt es Folgen positiver Zahlen {M?} (n = 1,2,..), derart dass

) Y ouxel, fir Y || M! < o
i=1 i=1
gilt.
Wir setzen
(10) h; = O_bl-(z}r- {fx)}, m = oPiGI‘.. M1},
(11) M; = max {h;,m;, | x;|}.

Es sei {o;} eine der Bedingung
(12) Y ol M; < o
i=1
geniigende Zahlenfolge. Nach (11) und (12) gilt

e o} 0
Z CARBAIES Z oyl M; < o0.
i=1 i=1

Daher ist die Reihe

(13) o x

oF

]

i=1

konvergent. Da nach (10) und (11) die Ungleichungen
M, =2 M m<))

gelten, ist wegen (12) und (9) die Summe dieser Reihe in L, enthalten. Nach
Satz 2 b) und (10), (11) folgt weiter, dass fiir ein beliebiges N

o]

Al 3 wx) =] Y whtl < Y lmllhe) < Y JulM,
i=N+1 i=N+1 i=N+1 1

also, fiir beliebige p,q, N,

8

'fp i Oﬂ,x,)—fq(

i=1 i

o x,)[

1
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2

a0

< pr(,z o x;)—f € _Z o; X;) l+|f,, ;ﬂ ocixi)’-i—lﬁl(‘z;rl & X;)

=

.

N N
<|fp(.;1aix,-)—ﬁl(;1a,x,|+2 Z Jot;| M

=N+1
gilt.

Fiir p,g—oo strebt das erste Gield nach Null; ebenso strebt wegen
(12) das zweite Glied nach Null, wenn N—oco. Daher ist die Folge {f,(x)}
konvergent, wenn x die Summe der Reihe (13) bezeichnet. Somit gehort x
zu L und L besitzt die Eigenschaft (A4).

Satz 5. Jedes additive Funktional f(x) aus (B*) kann zu einem ebenfalls
in (B¥) enthaltenen additiven Funktional F(x) erweitert werden, das in einem
linearen Teilraum L erkldrt ist, welcher die Eigenschaft (A) besitzt.

Beweis. Wir bezeichnen mit B die Menge aller additiven Funktionale
aus (B¥), welche sich auf diese Weise erweitern lassen. Offenbar enthilt
die. Menge B alle linearen Funktionale.

Es sei {f,(x)} eine Folge additiver Funktionale aus B, die in einem
linearen Raume K erklirt sind und gegen das Funktional f(x) konvergieren.
Aus der Definition von B folgt, dass jedes f, (x* zu einem additiven Funktional
F,(x) aus (B*) erweitert werden kann, welches in einem linearen Teilraum
L, von der Eigenschaft (4) erklart ist. Nach Satz 4, konvergiert die Folge
F,(x) in einem gewissen linearen Teilraum L von der Eigenschaft (4) gegen
ein Funktional F(x) aus B*. Offenbar ist F(x) = f(x) in K, also f(x) in
B enthalten. Die Menge B erfiillt also die Bedingungen 1), 2) des §1.
Da (B*) die kleinste derartige Menge ist, erweist sich B mit (B*) identisch.

§ 3. Es sei {f,(x)} eine beliebige Folge additiver Funktionale aus (B),
welche bzw. in linearen Rdumen L, von der FEigenschaft (4) erklédrt sind,
ferner {x} eine in allen L, enthaltene Folge. Wir setzen fiir 1 < m < n und

xeK = n L,
n=1

fl(xl)a cees fl(xm—1)9 fl(x)a fl(xm+1)’ ters fl(xn)
(14) Won() = |« o oo e

fn(xl)’ teey f;l(xm—l), f;l(x)’ f;t(xm+1)7 ter f;t(xn)

Wir nehmen an, dass fiir ein beliebiges System von Zahlen A,,4,,..., 4,
die Beziehungen

(14 f,-(i%ixi)=0 G=1,..,m)

Ay = Ay =...= A, =0 zur Folge haben. Dann ist fiir alle n» und m < n

Won (Xm) # 0.
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Setzt man

(15) Frn(x) = (I<m<n,
so ist F,, ein in K erklirtes additives Funktional aus (B¥).

Satz 7. Es gibt einen linearen Teilraum L von der Eigenschaft (A), welcher
alle x; enthdlt, so dass fiir jedes x aus L der Grenzwert

(16) D,.(x) = lln; Fpalx) (m=1,2,..)

oo

existiert. Die Reihe Z X P (X) ist konvergent und

m=1
X= Y Xp®P,(x).
m=1

Beweis. Offenbar ist

Fm,n (xi) = {(1) (1 m=1s n)

i#m, 1<i<n);

also

1 (m =1,
(17) P (x3) = {0 (m # i),
Daher ist &,,(x) in einem linearen Teilraume L, von den Eigenschaft
(4) erkldrt, welcher die Elemente der Folge {x;} enthilt. Dasselbe gilt vom
Durchschnitt L der Rdume L,. Nach Satz 1 besitzt L die Eigenschaft (A4).
Es gibt daher eine Folge posmver Zahlen {M,}, derart, dass die lineare
Menge L der Elemente

(18) X = Y ox; mit Y |oglM; < o
i= i<1

in L enthalten ist und nach Satz 3 die Eigenschaft (A4) besitzt. Ferner
ist nach Satz 2 b)

o0

¢m(x)= Z ai¢m(xi) (XELQ m = 192,"~)7
also wegen (17) &,,(x) = o, und daher wegen (18)

[eo}

XxX= ) Xu®P,(x) (xeL).

m=1

§ 4. Wir bezeichnen mit E den Raum der im Interval 0 < t < 1 stetigen
Funktionen x(f) und normieren ihn in iiblicher Weise: Ixl = max |x(t)].
Die Eigenschaft (4) nimmt hier die folgende Gestalt an: osist
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Ein linearer Teilraum L von E besitzt die. Eigenschaft (4), falls zu jeder
Funktionenfolge {x;(t)} aus L eine Folge positiver Zahlen {M;} existiert,

derart dass fiir jede der Bedingung ). le;] M; < oo geniigende Zahlenfolge
i=1

{o;} die Reihe ) a;x;(r) gleichmissig konvergiert und ihre Summe in L
enthalten ist.

Es sei {x;()} eine Folge von im Intervall {0, 1) stetigen Funktionen
Wir erkldren die Folge der Funktionale f,(x) folgendermassen:

(19) fi(x) = x©0), fi(x)=4"'x0) (n=2,3,..)

d.h. f,(x) bedeutet die (n—1)-te Differenz von x(t) an der Stelle t = O fiir
den Zuwachs h = 1/n. Die Funktionale f,(x) sind stetig, also linear.

Wir nehmen an, dass die Bedingung (14') erfiillt sei und definieren
W, . (x) und F,,, durch die Formeln (14), (15). Dann sind die durch Formel
(16) dargestellten Funktionale @, (x) in einem gewissen linearen Teilraum L
erklirt, welcher die Funktionen x;(tf) enthidlt. Jedes x(t) aus L ldsst sich
in eine gleichmissig konvergente Reihe

20) X0 = T awxal) O = Balx)

entwickeln.

Sind uns von andersher Formeln fiir die Koeffizienten «, bekannt, so
miissen sie, falls die Entwicklung eindeutig ist, mit (20) iibereinstimmen.
Ist zB. x, () = 1, x,,(t) = t™ !, so erhdlt man fiir x(t) aus Lden Ausdruck

1 . . . .
@, (x) = (—wx‘m'”(O). Auf diese Weise erklirt sich die Tatsache, dass
m—1)!
fir dic bekannten Reihenentwicklungen von Taylor, Lagrange u.a. die
Hoene-Wroniski’schen Formeln zu richtigen Ergebnissen fiihren.

Besitzen die Funktionen x,(f) stetige Ableitungen jeder Ordnung, so

kann man z B.

o2y fix) = x(0), fo(x) =x""V(0) (n>1)

annehmen. Die Funktionale r,(x) sind jetzt nicht stetig in E, sie sind aber,
wie leicht zu zeigen ist, Baire’sche Funktionale aus (B*), definiert in einem
linearen Teilraume von der Eigenschaft (A4). Fiir diese Funktionale gelten
also die Ergebnisse von § 3.

Die Beispiele (19) und (21) waren von Hoene-Wronski betrachtet.

In dhnlicher Weise ldsst sich der Satz aus § 3 im Raume der beschrinkten
Funktionen, im Raume der mit der p-ten Potenz (p > 1) integrierbaren
Funktionen und in anderen Riumen deuten.



